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1 Einleitung

Diese Arbeit befafit sich mit multiplikativen Markovketten mit Resetereignis-
sen. Ausgangspunkt ist ein Artikel von Manrubia und Zanette, [9], in dem
stochastische multiplikative Prozesse mit Resetereignissen untersucht werden.
Sie fiihren einen solchen zeitdiskreten stochastischen Prozefl n(t) tiber

no(t +1) mit Wahrscheinlichkeit ¢,

nt+1) = { p(t)n(t)  mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢ (1L.1)

ein. Dabei soll ¢ € (0,1) die Wahrscheinlichkeit eines Resets (Zuriicksetzens)
auf einen zufélligen Wert ng sein, der die Wahrscheinlichkeitsverteilung Py(n)
hat. Falls ein solches Zuriicksetzen nicht eintritt, steht p fiir einen zuféalligen
positiven Faktor mit Wahrscheinlichkeitsverteilung P(u).

Solche Prozesse konnten Wachstumsprozesse verschiedenster Art beschreiben,
bei denen es mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit immer wieder zu katastro-
phalen Riickschlags- oder Todesereignissen kommt, die die bis dahin gewach-
sene ,, Population® auf einen niedrigeren Wert zuriickwerfen.

Manrubia und Zanette gehen in ihrem Artikel zunéchst von dem einfachsten
Fall mit konstantem ny und p aus, um danach analytisch und numerisch das
allgemeinere Modell zu untersuchen. Sie setzen dabei Konvergenz des Prozesses
gegen eine asymptotische stationére Verteilung voraus und stellen die These
auf, dafl der Prozefl auBerhalb der Region méoglicher Riickschlagswerte ny gegen
ein sogenanntes Powerlaw konvergiert. Sie untermauern diese Behauptung mit
einigen theoretischen Betrachtungen und numerischen Simulationen.

Ein Powerlaw ist dabei eine Funktion der Gestalt f(n) = An~“. Im obigen
Fall wiirde f(n) die Dichte der asymptotischen Verteilung darstellen (die dann
ebenfalls Powerlaw genannt wird), so daf§ A eine Normierungskonstante wére.
Die Konstante a wéire damit der bestimmende Parameter der Verteilung. Er
héngt laut Manrubia und Zanette nur von ¢ und der Verteilung P(u) ab, nicht
jedoch von Py(ng). Der Bereich, in dem asymptotisch das Powerlaw gelten
soll, wird hingegen von Py(ny) bestimmt. Sie setzen voraus, dafi Py(ng) nur
innerhalb eines beschrinkten Gebietes ,nennenswert® von 0 verschieden ist
und postulieren das asymptotische Powerlaw nur fiir den Bereich auflerhalb
dieses Gebietes.

Es ist nun zunéchst festzustellen, dafl die beschriebenen Prozesse die Gedécht-
nislosigkeit aufweisen, die typisch fiir Markovketten ist. Der Zustand des be-
schriebenen Systems zum Zeitpunkt ¢ + 1 hédngt stets nur vom Zustand zum



Zeitpunkt ¢ ab, nicht jedoch von fritheren Zustdnden. Auflerdem sind Pp(no)
und P(p), die die Ubergangswahrscheinlichkeiten neben dem konstanten ¢ be-
stimmen, unabhéngig von ¢, so dafl die betrachtete Markovkette sogar homo-
gen ist. Es ist also zu vermuten, dafl die Methodik homogener Markovketten
zu einer Untersuchung dieser Prozesse und ihres asymptotischen Verhaltens
beitragen kann.

Diese Arbeit stellt zunéchst die dazu bendtigten Resultate im Bereich homo-
gener Markovketten mit diskretem (Kapitel 2) und stetigem Zustandsraum
(Kapitel 3) vor. AnschlieBend wird das oben vorgestellte Modell zunéchst je-
weils als Markovkette eingefiihrt und die Konvergenz ihrer Verteilung gegen
ein asymptotisches invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf§ allgemein nachgewie-
sen. Anhand verschiedener spezieller Modelle wird das Verhalten solcher Mar-
kovketten untersucht und auch gepriift, wann die Verteilung der beschriebe-
nen Markovkette tatsidchlich gegen das postulierte Powerlaw konvergiert bzw.
asymptotisch ein Powerlaw-ahnliches Verhalten aufweist. Es wird aulerdem ein
moglicher Zusammenhang zwischen den beschriebenen multiplikativen Mar-
kovketten und additiven Markovketten wie den Random Walks untersucht.



2 Das Modell als homogene
Markovkette mit diskretem
Zustandsraum

In diesem Kapitel werden stochastische Prozesse der Form (1.1) mit diskretem
Zustandsraum formal als Markovketten eingefiihrt und untersucht. Zunéchst
sind die dazu benotigten Grundlagen in Abschnitt 2.1 zusammengestellt. Da-
nach wird in Abschnitt 2.2 der einfachste Fall eines konstanten Resetlevels ng
und eines konstanten multiplikativen Faktors u vorgestellt. AnschlieSend wird
das Modell in den Abschnitten 2.3 und 2.4 verallgemeinert, in dem p bzw. ng
als Zufallsvariable betrachtet werden.

2.1 Grundlagen homogener Markovketten mit
diskretem Zustandsraum

In den folgenden Untersuchungen werden einige Grundlagen fiir homogene
Markovketten mit diskretem Zustandsraum benétigt. Die in diesem Abschnitt
zusammengestellten Resultate finden sich weitestgehend (Definition 2.1 bis
Satz 2.16) in &hnlicher Form in den Kapiteln 15 bis 17 von Krengel, [8].

Definition 2.1 Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (S,J) ein mef-
barer Raum mit S abzdhlbar und J die Potenzmenge von S. Fine Familie
{X,,n € No} von Zufallsvariablen mit Werten in S, (d.h. {X,,n € Ny} ein
stochastischer ProzefS mit Parameterbereich Wo und Zustandsraum S), heifst
Markovkette, wenn sie die folgende Markovsche Eigenschaft besitzt:

Fiir alle n € Ny und fir alle ig, . .., 1,41 € .S mit

P(Xo=1ig,...,Xpn=1y) >0 st
P(Xn+1 :in—‘rl |X0 :ig,...,Xn :/Ln> :P(Xn+1 :in+1|Xn :Zn)

X, ist dabei als Zustand eines Systems zum Zeitpunkt n interpretierbar. Die
Markovsche Eigenschaft bedeutet eine gewisse ,, Geddchtnislosigkeit* des Sys-
tems, d.h. die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit n + 1 in einen beliebigen Zustand
zu gelangen, héngt nur von n und vom Zustand zur Zeit n ab, nicht jedoch
von fritheren Zustinden des Systems.



Es folgen zwei Folgerungen aus der markovschen Eigenschaft, die im Umgang
mit Markovketten hiufig benstigt werden. (Fiir die einfachen Beweise siehe
Sétze 15.5 und 15.6 aus Krengel, [8].)

Satz 2.2 Sei { X, }nen, eine Markovkette.

(i) Fir alle n € N und alle ig, ... ,i, €S gilt

P(X():Z(),,Xn:’ln)
= P(Xo = io) P(X1 = 01| Xo = ig) ... P(Xp, = 1| Xpo1 = in1).

(ii) Sei 0 <n < N. Fiir alle i, € S und alle Teilmengen E C S™, F C SN~
qilt

P(Xni1s- . Xn) € FIXp =in, (Xo, ..., Xn_1) € E)
= P((Xps1,.- .. Xn) € F|Xp = in).

Satz 2.3 (Chapman-Kolmogorov-Gleichung)
Ist { X, }nen, eine Markovkette und k < m < n, so gilt fir alle h,j € S

P(Xy = j|Xe = h) =Y P(Xn = i X, = h)P(X,, = j| X, = ).
€S

Bei homogenen Markovketten sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten zusétz-
lich unabhéngig vom Zeitpunkt n:

Definition 2.4 Eine Markovkette heifit homogen oder Kette mit stationdren
Ubergangswahrscheinlichkeiten, wenn fir alle i,j € S

P(Xp1 =7 | Xn=1) = piy
unabhdngig von n ist.

P = (pi;) ist dann eine stochastische Matrix, d.h. es gilt
Dij >0 (Z,] S S) und pr =1 (Z S S)
j€S

Ferner sei P; das Wahrscheinlichkeitsmaf}, das die Verteilung des Prozesses
beschreibt, wenn man in ¢ startet, also

: : o 2:2(d)
Pi(Xo =0, X1 =1, ., Xy = n) =" QiigDigis Piris - + - Piry—rim
wobei 0;; das Kroneckersymbol ist. E; bezeichne den zu P; gehorigen Erwar-
tungswert.

Weitere Notation: p\™ := P(Xuim = j| X, = i) bezeichne die m-Schritt

.. Zj
Ubergangswahrscheinlichkeit von ¢ nach j. Die Unabhéngigkeit von n ist dabei



fiir m = 1 die Definition der Homogenitédt und folgt fiir m > 2 induktiv aus
der Chapman-Kolmogorov-Gleichung

P(Xn+m = ]|Xn = Z) = Z P(Xn—f—m = j|Xn+m—1 = h)P(Xn+m—1 = h|Xn = Z)
hesS

Dies 1af3t sich nun in der Form

t+5) thzpw (21)

schreiben. Hieraus folgt durch Induktion, dal die Matrix (pgn)) gerade die m-te
Potenz P™ der Matrix P = (p;;) ist.

Im weiteren werden nur homogene Markovketten betrachtet.

Es folgen nun einige Definitionen und Sétze zu grundlegenden Eigenschaften
homogener Markovketten - Rekurrenz, kommunizierende Zustidnde und Ape-
riodizitéit. Den Abschluf3 dieses Abschnittes 2.1 bildet ein Konvergenzsatz, der
fiir die Betrachtung des Langzeitverhaltens von Markovketten zentral ist.

Definition 2.5 Fin Zustand i heifit rekurrent, wenn P;(X, =i oo oft) =1
gilt. Andernfalls heif$t i transient. Eine Markovkette heifst rekurrent (transi-
ent), wenn jeder Zustand rekurrent (transient) ist.

Ein Zustand i heifit positiv rekurrent, wenn lim sup pgf ) 1st, und Null-

zustand sonst. Eine Markovkette heifit positiv rekurrent, wenn alle Zustinde
positiv rekurrent sind.

Es werden noch einige Bezeichnungen bendétigt.
Sei fiir n > 1 und Zustéande i,7 € S
fi(f) = P(X,=7Xn1#7J,...,X1 # j) die Wahrscheinlichkeit, bei Start in

i den Zustand j zum ersten Mal zum Zeitpunkt n zu besuchen | fi(;)) = 0],

fi = > fi(;l) die Wahrscheinlichkeit, bei Start in ¢ je nach j zu gelangen,
n=1
= Z 1{x,=j die Zahl der Besuche in j zu Zeitpunkten n > 1, und

P = Z pw Z Eill¢x,=;] = E;[B;] die erwartete Zahl der Besuche in j

bei Start in 7.
Es folgt zunéchst eine Hilfsaussage:

Lemma 2.6 Fs gilt P;(B; > m) = (fi)™ (m>1).

2

Beweis durch vollstandige Induktion:
Sei 1 (w) :==1inf{n > 1: X, (w) =i} und 7,11 (w) := inf{n > 7, (w) : Xp(w) =
i}. Dabei sei, wie iiblich, inf()) = oco. Sei ferner A,,, die Menge der Folgen



(i0y .-+, in_1) € S™, fiir die ip = ¢ gilt und genau m — 1 weitere der Koordi-
naten = i sind und definiere D% 1= {X,,,1 #4,..., Xpyp1 # 4 Xppr = 1}
Offenbar ist {B; > m} = {7, < co}. Dann ist, da f;; die Riickkehrwahrschein-
lichkeit nach i ist, fiir m =1 P,(7,, < o0) = (f#)™, und falls die Gleichung fiir
m gilt, so folgt fiir m + 1:

Pi(Tmi1 < 00) = ZZP Tmal — Tm = Ky T = 1)

k=1 n=1

= iipi(Terl — T =k | T = n) Pi(Tin = 1)
—1

= Y S RO Xy =i (Xo,- .. Xuo1) € Au) PilT =)

k=1 n=1

YL NTSNT R(DI | X, = i) P = 1)

k=1 n=1
hom. = — .
=) ) R(Dg | Xo = i)Pi(rn =)
k=1 n=1

00
v

= Z FP Pt < 00) & fa(fi)m = (Fym+
Somit folgt die Behauptung mit vollstdndiger Induktion. O

Satz 2.7 (Rekurrenzsatz) Fin Zustand i ist genau dann rekurrent, wenn fi =
1 ist. Notwendig und hinreichend hierfiir ist p}; = oo.

Beweis: Offensichtlich ist {B; = oo} = {X,, =i oo oft}.

Gilt f = 1, so ist nach Lemma 2.6 P;(B; > m) = 1 fiir alle m und daher
Pl-(Bi = 00) = 1. Damit ist auch p}; = E;[B;] = occ.

Gilt f <1, so ist nach der geometrischen Reihe

H
3
I
)
S

m=

Dann folgt mit dem Cauchy-Kriterium fiir Reihen P;(B; = co) = 0. Weiterhin
gilt

) o k e
pi=FEilB| =Y kP(Bi=k)=>_ > FR(Bi=k)=)» F(Bi>m) <o
k=1 k=1 m=1 m=1

Folgerung 2.8 FEin positiv rekurrenter Zustand ist auch rekurrent. Fine posi-
tiv rekurrente Markovkette ist auch rekurrent.



(n)

Beweis: Ist 7 € S positiv rekurrent, so ist nach Definition limsupp;;” > 0.

Damit ist pf; = > pgl) = oo. Mit Satz 2.7 folgt: 7 ist rekurrent. Die Aussage
n=1
fiir Markovketten folgt sofort. |

Definition 2.9 FEs gilt i ~ j [n], d.h der Zustand i fiihrt in n Schritten
zum Zustand j, wenn pz(?) > 0 gilt. Gibt es einn > 1 mit i~ j[n], so fiihrt

1 zu j, kurz i ~ j. i kommuniziert mit j, wenn i ~> j und j ~ 1.
Satz 2.10

(i) Alle mit einem rekurrenten Zustand kommunizierenden Zustinde sind
rekurrent.

(i4) Ist i rekurrent, so gilt fir alle j mit i~ j: f7; = 1.

Beweis: (i) Gilt pl(-;n) > 0 und pg»’;) > 0, so folgt aus pf; = co und

pllermem) (2D ZS Z;qpﬁ-’i)pi?)piT) > plplp!" durch Summation
sesS te

o (@ (k+ntm) (k) (n), (m) _ (k) (m) (n)
P = D P =Py > pivi'py = piv Y pi
=1 n=1 n=1 n=1

k} m *
= pgi)pz(j )pii = 00,
also die Rekurrenz von j.

(ii) Wegen i ~ j existiert ein m mit p\”"

i )'> 0. Da i rekurrent ist, ist

1 = H(EIn>m:Xn:i):ZH(EIn>m:Xn:i,Xm:k;)
kes
= Y P(Xpu=kPEn>m: X, =i|X, =k)
kes

= Y P> 0: X, =)= > pf
kes kesS

Wire f7; <1, so wire die letzte Summe < 1. d

Definition 2.11 Fiir einen Zustand i mit i ~ i heifit der gréfite gemeinsa-
me Teiler der potentiellen Riickkehrzeiten d; = ggT{n > 1 :1i ~ i [n]} die
Periode von i. Gilt nicht 1 ~ i , so sei d; = oo. Zustinde mit d; = 1 hei-
flen aperiodisch. Die Kette heifst aperiodisch, wenn alle Zustinde aperiodisch
sind, und periodisch mit Periode d, wenn alle d; = d > 2 sind.

Satz 2.12 Kommuniziert i mit j, so ist d; = d;.



Beweis: Gilt j ~» j [n] und sind k, m Zeitpunkte mit ¢ ~» j [k] und j ~~ i [m],
so gilt ¢ ~» i [k +m] und i ~» i [k +m + n|. d; teilt also k +m und k+m +n
und also auch n. d; ist also gemeinsamer Teiler aller n mit j ~~ j [n]. Es folgt
d; < d;. Aus Symmetriegriinden mufl auch d; < d; gelten. O

Satz 2.13 Fiir homogene Markovketten gilt
pd = ST ™ (n>1) Vijes.
m=1

Beweis: Seien 7,7 € S, n > 1.

P = NP A Xt # s Xon = G, X = )
m=1

(0) _
Py =1

=Y P(Xi A X # 5. X = ) PUX, = | X = )
m=1

n

hom.M K m) (n—m
- Z 1 )pg-j .

m=1

0
Das folgende zahlentheoretische Lemma (ohne Beweis) wird fiir den anschlie-
Benden Erneuerungssatz benotigt.

Lemma 2.14 Ist d der grifite gemeinsame Teiler von Zahlen ny,ng, - -+ € Ny,
so gibt es Zahlen K und L derart, daf§ sich jedes Produkt ld mit | > L als
Summe der Form

K
ld = chnk mitc, € IN

k=1

schreiben lafst.

Satz 2.15 (Erneuerungssatz) Sei (fy)m>1 ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf IN
und (un)n>o gegeben durch die Erneuerungsgleichung

Uy = Z fmtin—m (n>1), wy=1. (2.2)
m=1
Sei u = > mf, die Erwartung der Verteilung (fn). Ist d, = ggT{n > 1 :

m=1

u, >0} =1, so konvergiert (u,) gegen 1/p. (Dabei sei wie iiblich = =0.)



Beweis: (1) Nach Voraussetzung ist ug = 1 und Somit 0 < uy < 1. Gilt

0<u; <1Vj<mn, SOfOlgtO<Un—meunm§ me_ > f
m=1

Mit vollstdandiger Induktion folgt: 0 < u, S 1Vne ]No
(2) Nach (1) existiert limsupu, =: A € [0, 1]. Sei (n) eine Folge mit nj — oo

n—oo

und u,, — A. Fiir alle m > 1 gilt dann

A — lim inf(fmunk_m) = lim sup(un, — finln,—m)
Foee ng
— llgisoljp (Z fstng—s — frnUn, — m> = h]]fcn_)s;ip (SIZ#m fsunk_s)
=)\ = hlgnmf(fmunk m) —i—hmsup( Z fsunk,s)
k—oo 1 stm
< fm hm 1nf(unk m) + Z fs lulisup(unk s)
s£m >

< fm ligg}f(unk_m) + (1= fi)\
Ist f,, > 0, so folgt hieraus A\ < li]gn inf (4, —n) und damit

lHm (wp,—m) = A (2.3)

k—00
Iteration dieses Argumentes zeigt, dafl (2.3) fiir jedes m gilt, fiir das es Zahlen
my,...,mp mit m=my +---+my und f,,, >0, 1 <v <k, gibt. Nun folgt
aus der Erneuerungsgleichung (2.2) dy = ggT{m > 1 fm >0} =d, = 1
Aus Lemma 2.14 folgt mit den Entsprechungen d £ de = 1; ny,ng,... L
my, Mg, ... mit f,,, > 0, daB jedes hinreichend grofie m von dleser Form ist.

(Da die m,, nicht Verschieden sein miissen, kann auf die Faktoren ¢, verzichtet
werden.) Es gibt also ein M derart, da8 (2.3) fiir m > M gilt.

(3) Fiir n > 0 definiere 7, := > f,,. Dann ist 7o = 1 und
m=n+1

m=1 m=1 m=2 n=0

Aus ry,, — 11 = — fin und der Erneuerungsgleichung (2.2) folgt

n

ToUp = Up = — Z(Tm - rmfl)unfm

m=1
< ToUp +T1Up—1 + -+ TplUp = ToUp—1 + -+ + Tp—1Up

Nennt man in dieser Gleichung die linke Seite A,,, so ist die rechte A, _;. Aus
Ag = roug = 1 folgt dann A, =1 V n > 0, speziell
ng—M

Z TyUny—M—v = L. (2.5)
v=0



(4) Zeige nun A\ = 1/pu. Ist p < oo, so gibt es nach (2.4) zu jedem € > 0 ein N
mit (ro +r1+ -+ 7ry) > p—e. Ist k so groBl, dali npy — M > N gilt, so ist
wegen (2.5)

N

1> Z?”,,unk,(MJr,j) (2.6)
v=0

und nach (2.3) folgt 1 > A(ro+--- +rn) > A — €). Da e > 0 beliebig war

ist A < 1/p. Andererseits ist wegen (2.5), u, < 1lund (ryy1+ryi2+...) <e

N

1<e+ Z Ty Uy —(M+v)-
v=0

Durch Grenziibergang k — oo folgt 1 < & + A\ und also A > 1/u. Insgesamt
gilt also A = 1/p fiir den Fall p < 0.

Im Fall ¢ = oo gibt es zu jedem C' > 0 ein N mit rg + --- +ry > C.
Grenziibergang in (2.6) ergibt 1 > CA. Da C beliebig grof§ sein konnte, mufl
dann A\ = 0 gelten.

(5) Im Fall g = oo ist damit der Beweis komplett. Fiir den Fall u < oo 148t
sich analog zu (1)-(4) liminf u, = 1/p zeigen. Man setzt hierzu A = lim inf u,,

n—oo
wahlt eine Teilfolge ny mit w,, — A usw.

U

Satz 2.16 Ist die homogene Markovkette { X, }new, positiv rekurrent und ape-
riodisch und kommunizieren alle Zustinde miteinander, so gilt P(X, = j) —
p; Vg €S, wobei p = (p;)jes das dann eindeutig bestimmte invariante Wahr-
scheinlichkeitsmaf$ p = pP ist.

Bemerkung 2.17 Die Invarianzgleichung p = pP ist dquivalent zu der Glei-

chung pr = > pipjr ¥V k € S. Diese Form wird im Folgenden zur Berechnung
jes

des invarianten Wahrscheinlichkeitsmafles benutzt.

Beweis von Satz 2.16: (1) Nach Satz 2.13 gilt pg-?) = > f}?)p(n_m) fiir

Jj
m=1

j € S, n > 1. Ferner ist, da j rekurrent ist, (f;;z))mzl nach Satz 2.7 ein

Wahrscheinlichkeitsmafl auf IN. Da die Kette aperiodisch ist, 148t sich so-

mit der Erneuerungssatz 2.15 mit u, 2 pg»?) und f,, 2 J(Jm) anwenden. Mit

mj; =y, nfj(;) folgt also lim pg-?) = m%ﬂ Vj € S. Aus Satz 2.13 folgt dann
n:l n—oo

mit Zl fU = fr =1 (Satz 2.10):

n . & m n—m 1 . .
lim pgj) = nlggoz fl(j )pg-j ) = p— Vi, 5 € 8.
m=1

10



Somit gilt

lim P(X,=j) = lim 3 PA(X, = )P(Xo=1) = — 3 P(Xo =)

e ieS Mii ies
1 :
= — VYjebs
myj
(2) Setze nun p; := —— Vj € S. Wegen der positiven Rekurrenz der Kette
)
: (n)
s = 5k = Jim gl >0
Sei J C S endlich. Dann gilt > p; = hm > p )< 1.DaJ beliebig war, folgt
jeJ o j5ed
> <1
j€s
Ebenso gilt fiir endliches J C S
D e = Y (lim P s = Tim > i < lim > 0 pik
jeJ jeJ jeJ jes
1
= lim pfk Y= Pk-

n—oo

Da J beliebig gewahlt war, folgt

D pipik<pr VkeES. (2.7)
jes
Wegen > > pipik = > pj > Pk = »_ p; folgt die Gleichheit in (2.7) und

keS jes jeSs kesS JjES
somit die Invarianz von p.

Durch Iteration folgt p = pP" V n € N, d.h. p; = szpw Mit p; hm p( m)

ij
folgt daraus p; = Z pip;. Wegen p; > 0 folgt Z pi = 1, pist also ein 1nvar1antes
Wahrschelnhchkeltsmaﬁ

(3) Angenommen, es gidbe noch ein weiteres invariantes Wahrscheinlichkeits-

maf p = pP. Durch Iteration folgt p = pP" V n € IN. Mit Grenzwertbildung
n — oo folgt

Pk = Zﬁjpﬁ) = hior = pr

jes jes
und somit die Eindeutigkeit von p. U
Definition 2.18 (angelehnt an Definition 2.2.14 aus Sen und Singer, [11]).
Fine Folge {T,} von Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen {F,} heifst
verteilungskonvergent (konvergent in Verteilung) gegen eine Zufalls-

variable T mit Verteilungsfunktion F', wenn fiir jeden Stetigkeitspunkt x von
F gilt: lim F,(z) = F(z).
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Bemerkung 2.19 Sind {T,,} und T diskrete Zufallsvariablen auf Ny, so ist
die Verteilungskonvergenz dquivalent zur punktweisen Konvergenz der Zdhl-
dichten lim f,(k) = f(k)V k € No: In diesem Fall sind F,, und F Treppen-

funktionen mit (maoglichen) Sprungstellen in No und stetig, da konstant, in den
dazwischenliegenden Intervallen. Fir ein x >0 mit K <o < K+ 1, K € Ny,
gilt dann

K K K
lim Fy(e) = lim 3 £,) = 3 m fuld) = 3 £) = Flo)
Die Verteilungskoévergenz wz':“d auch ,,schwac]he Konvergenz® genannt, da sie
nur eine ,punktweise” Konvergenz der Verteilung bedeutet, jedoch keine Aus-
sage tber eine Gleichmdfigkeit in x oder allgemeiner den Abstand von X,, und
X erlaubt.
Eine analoge Aquivalenz gilt fiir die in den folgenden Abschnitten betrachteten
Mengen Sstatt Ng als Zustandsraum der Zufallsvariablen. Aus Satz 2.16 folgt
dann, daf$ die Verteilung von {X,} schwach gegen p konvergiert.

In den folgenden Uberlegungen wird somit p auch die ,asymptotische Vertei-
lung® von {X,} genannt.

2.2 Konstanter multiplikativer Faktor und Reset
auf konstanten Level

In diesem Abschnitt wird der einfachste Fall des untersuchten Modells betrach-
tet, bei dem g und ny konstant sind. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit
wird dabei ng = 1 gewéhlt, da ein konstanter Vorfaktor das Verhalten der
Markovkette nicht beeinflufit. Dieser Fall gibt erste Anhaltspunkte fiir das
Verhalten des betrachteten Modells, und es zeigt sich spéter, dafl er haufig als
Spezialfall allgemeinerer Markovketten auftritt.

Fiir diesen Abschnitt und das ganze Kapitel 2 sei ein Wahrscheinlichkeitsraum
(Q2,2(, P) gegeben.

Seien p € (0,00) und ¢ € [0, 1] fest, und sei {X,, },en eine homogene Markov-
kette mit Zustandsraum S = {1, u, u?, i, ... } und Ubergangswahrscheinlich-
keiten

P(X,1 = 41X, =1) = q ,Jg=1 VijeSs.
0 , sonst

Im Spezialfall p = 1 wire S = {1} und X, konstant, dies wére also ein trivialer
Fall. Sei deshalb p # 1 vorausgesetzt. Fiir die Extremfille ¢ = 1 bzw. ¢ = 0
gilt, dafl die Markovkette mit Wahrscheinlichkeit 1 konstant 1 ist bzw. gegen oo
fiir p > 1, gegen 0 fiir u < 1 konvergiert. Da diese Félle ebenfalls uninteressant

12



sind, sei im Folgenden ¢ € (0,1). Dann gilt fiir alle k € S

Pk(Xn:j) = ZPk(Xn:ijn—lzl)

i€S
= ) P(Xn = j|Xno1 = i) Pe( X1 = 1) (2.8)
€S
P(Xn = len—l = lj_t)Pk(Xn—l = /%) 7j 7é 1 .
1€

Das folgende Lemma untersucht das Kurzzeitverhalten von X,,. Dafiir sei an-
genommen, dafl die Kette in 1 startet.

Lemma 2.20 Fiir allen € Ny und 57 € S gilt:

g1 —q) ,j=p0<l<n
0 , sonst

Beweis durch vollstdndige Induktion:

Induktionsanfang (IA): n =0: P(Xo=1|Xo=1)=1
Induktionsvoraussetzung (IV): Sei n € IN und die Aussage fiir n — 1 erfiillt.
Induktionsschluf (IS):

P(Xp=p") = P(Xp=p"Xp=p"")P(Xpy = p" )
(- =(1-g"

PuXo = i) B P(Xy = Xy = P Xy = )
= (1-qql—-qt=q(l-¢', 1<i<n

P, =1) & g=q1-¢)

Es gilt:

n n—1 n

;P1<Xn =p)=( —q)”+q;(1 —q)'=( —q)"+q% =1

= P (X,=7)=0, jeS\{lu...,u"}.
O

Die Verteilung verindert sich also bei wachsendem n nur in den Werten fiir z!
mit [ > n, wihrend die Werte fiir !,0 < < n konstant bleiben. Die , Masse®
im letzten Punkt ™ wird sozusagen bei wachsendem n immer weiter aufgeteilt
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- ein ¢-Anteil verbleibt in ", ein (1 — ¢)-Anteil wird auf die folgenden Punkte
p! mit [ > n verteilt.

Untersuche nun die Markovkette {X,,,n € IN} auf ihr asymptotisches Verhal-
ten. Hierbei ist besonders wichtig, dafl sich mit Hilfe von Satz 2.16 speziell
auch die Unabhéngigkeit der asymptotischen Verteilung von der Anfangsver-
teilung zeigen 1a8t. Es ist also nicht notig, wie im Falle des Kurzzeitverhal-
tens, einen , Startpunkt® oder eine Anfangsverteilung festzulegen. Hieraus er-
gibt sich die Vermutung, dafl die asymptotische Verteilung p der Markovkette
dem punktweisen Limes von P (X, = j),j € S, fir n — oo entspricht, also
p(u') = q(1 — q)!,1 € Ny. Dies wird sich im Folgenden bestiitigen.

Es 1aBt sich zunéchst feststellen:

Satz 2.21 Die Markovkette X, ist aperiodisch und positiv rekurrent und alle
Zustinde kommunizieren miteinander.

Beweis: 1. Aperiodizitét:
P(X, =p'| Xo = p')
(Xp =p X i = 1D)P(X, i =1 X1 =1)P(X; = 1| Xy = ')
(Xi=p' | Xo=1)P(Xp_i=1| X,_i_1=1)
L PXo=11 X =1D)P(X, =1]| X, =p)
29 ""(1—¢q) >0 Vn>i+1, also

> P
> P

geT{n>1: p' ~p'[n]} = ggT{n>1: P(X,=p"|Xo=p')>0}
< ggT{n>1:n>i+1} =1Vie N,

2. Kommunikation: Offensichtlich kommunizieren alle Zustéande tiber die 1 (Be-
weis vollkommen analog zu Teil 1. des Beweises, wo unter anderem j ~~ jV j

gezeigt wurde).
(m)

3. Positive Rekurrenz: Sei j € S. Da 1 ~~ j, gibt es ein m € N mit p;;” > 0.

Damit gilt fiir alle n > m:

P = P(X, = Xy = j) > P(X, = j[ X = DP(Xp_pn = 1| X = j)
pMq >0,

(n)

n
JJ

(m)

also auch limsup p;;” > p;;’¢q > 0. Damit ist die Kette positiv rekurrent. [

Nachdem die notigen Voraussetzungen fiir den Konvergenzsatz 2.16 iiberpriift
sind, kann im Folgenden die asymptotische Verteilung dieser Markovkette un-
tersucht werden.
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Satz 2.22 Die asymptotische Verteilung der Markovkette { X, }nen, ist ein
Powerlaw auf S. Konkret gilt P(X,, = j) — pj = p(j) ¥V j € S,p = (pj)jes
das eindeutig bestimmte invariante Wahrscheinlichkeitsmaf$ p = pP und p; =
B~V j€ S mita=—log,(1—gq), B=q.

Beweis: Nach Satz 2.21 sind die Voraussetzungen von Satz 2.16 erfiillt. Somit
folgt, dafl die Verteilung der X, gegen das eindeutig bestimmte invariante
Wahrscheinlichkeitsmafl p konvergiert. Fiir die asymptotische Verteilung p auf
S muB also gelten:

p=rP = p)=ad_p(), P =1 -qplu)  Viz0

= o) =q, p(p') = q(1 - q)’ vix>1.
Also
pi=pu') =q(l—q)' Vi>0.
Tatséchlich ist p eine Verteilung auf S, denn p; > 0V ¢ > 0 sowie

Z;m—ngl_ﬁ_ﬂTjﬁtzy—L

Somit ist die asymptotische Verteilung auf S:

(') = q(1 - q)' = q(u)** 2, i € Ny, O

In diesem einfachsten Spezialfall ist die Konvergenz der Markovkette gegen ein
Powerlaw also tatséchlich gegeben.

In den folgenden Abschnitten soll nun untersucht werden, wie sich das Verhal-
ten der Markovkette dndert, wenn p und ng nicht mehr konstant sind, sondern
Zufallsvariablen mit eigenen Verteilungen. Dabei st6f8t man wegen der Diskret-
heit des Zustandsraumes auf schwerwiegende kombinatorische Probleme, wenn
die Verteilungen fiir 1 und ng sehr allgemein gew#hlt werden. Da die Positivitét
oder Nichtpositivitdt der zugehorigen Dichten auf Teilmengen fiir die Positi-
vitidt von Ubergangswahrscheinlichkeiten und somit z.B. auch fiir die Kom-
munikation zwischen den Zusténden, die Aperiodizitéit und das asymptotische
Verhalten der Kette hochgradig relevant ist, wiirde dies in uniiberschaubaren
Fallunterscheidungen resultieren. Deswegen wird in den folgenden Abschnit-
ten nur jeweils p (Abschnitt 2.3) bzw. ng (Abschnitt 2.4) als Zufallsvariable
betrachtet und es werden Verteilungen mit bestimmten Zustandsrdumen und
zum Teil spezieller Form betrachtet, die eine explizite Darstellung der Uber-
gangsstruktur erlauben.
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2.3 Multiplikativer Faktor als Zufallsvariable und
Reset auf konstanten Level

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich das Verhalten der Markovkette
dandert, wenn der multiplikative Faktor p nicht mehr konstant, sondern eine
Zufallsvariable ist. Der konstante Resetlevel wird wieder 0.B.d.A. als ng = 1
angenominen.

Es seien ¢ € (0,1), S C (0, 00) eine abzéhlbare Menge und {X,, },.cn, eine ho-
mogene Markovkette mit Zustandsraum S und Ubergangswahrscheinlichkeiten
der Form

P(Xpi1 = j| X, =14) = qoy; + (1 — q)f(%),

wobei f die Zahldichte einer Verteilung fiir die Zufallsvariable p auf der (abzéhl-
baren) Menge Mg = {{|i,j € S} und dy; das Kroneckersymbol ist. (Haufig
wird dabei f nur auf einer Teilmenge T' von Mg definiert und = 0 gesetzt auf
Ms\T.)

Interessant ist nun unter anderem, unter welchen Voraussetzungen die Ket-
te weiterhin ein asymptotisches Powerlaw erfiillt oder ein Powerlaw-&ahnliches
Verhalten zeigt. Zunéchst 148t sich unter sehr allgemeinen Voraussetzungen
die Konvergenz der Verteilung von X,, zeigen.

Satz 2.23 Sind alle Zustinde in S von der 1 aus erreichbar, so ist die Kette
positiv rekurrent und apertodisch und alle Zustinde kommunizieren miteinan-
der.

Beweis: (1) Sei j € S. Da 1~ j, gibt es ein m € IN mit p%ﬁ)
fiir alle n > m

p;?) > P(X, = j|Xpn-m = DP(Xyory = 1| X0 = j) > pgz-”)q > 0, also auch
g»?) > pg?)q > 0. Somit ist die Kette positiv rekurrent.

(2) Aperiodizitat: Sei j € S. Nach (1) ist pg?) > 0 fiir alle n > m und somit
ggT{n>1: p§?)>0}§ggT{n21 :n>m}=1Vie N

(3) Alle Zustdnde kommunizieren iiber die 1: Seien 7,5 € S. Da 1 ~ j, gibt es

m . m—+1 m m
gj) > 0. Also gilt pz(j +) > pilpgj) > quj) > 0. [

> (0. Damit gilt

limsupp

ein m € IN mit p

Ist also f so gewdhlt, dafl alle Zustdnde in S von der 1 aus erreichbar sind,
so gilt nach Satz 2.16 immer die Konvergenz der Verteilung von X, gegen das
eindeutig bestimmte invariante Wahrscheinlichkeitsmafl p = pP. Die Form von
p wird in den néchsten Abschnitten anhand konkreter S und f untersucht.
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2.3.1 Powerlaw-Verteilung fiir den multiplikativen Faktor

Als nédchstes wird untersucht, inwieweit die Nichtkonstanz des multiplikativen
Faktors die Form der asymptotischen Verteilung der Markovkette beeinflufit.
Eine naheliegende Frage ist, ob eine Powerlaw-Verteilung fiir den multipli-
kativen Faktor p auch zu einer asymptotischen Powerlaw-Verteilung fiir die
Markovkette fithrt. Diese Frage wird in diesem Abschnitt beantwortet.

Seien ¢ € (0,1) und o € (0,00) \ {1} fest, und sei {X,}nen eine homogene
Markovkette mit Zustandsraum S = {1, po, u2, i1, . .. } und Ubergangswahr-
scheinlichkeiten

P(Xpi1 = j|Xn=i) = ¢, +(1—q)f(2) Vijes.

i
Die Zéahldichte f habe die Form
Fluk) = (1 —a)d* k e Ny, f=0auf Mg\ S, mita e (0,1).

f ist also selbst ein Powerlaw auf S, da f(uf) = (1 — a)(uk)*8 @V k € INy.
Erwahnenswert ist noch, dal f bis auf eine bijektive Transformation auch der
Dichte einer geometrischen Verteilung entspricht. Eine geometrische Verteilung
hat eine Z&hldichte der Form

Pk)=pl-p*'=(1-q¢"" (k=12,..)

bzw. je nach Gebrauch des Begriffes auch von der Form
P(k)=p(l-p)=(1-q)¢" (k=0,1,2,...)

mit ¢ =1 —p € (0,1). Da jedoch die Abbildung k — puf fiir uo € (0,00) \ {1}
eine bijektive Abbildung darstellt, entspricht f bis auf eine bijektive Trans-
formation der Zahldichte einer geometrischen Verteilung. Es gibt also eine
Verwandtschaft zwischen diskreten Powerlaw-Verteilungen und geometrischen
Verteilungen.

Untersuche nun, ob diese Form von f fiir ein asymptotisches Powerlaw hinrei-
chend ist.

Es 148t sich feststellen, dafi die Verteilung der Markovkette unter diesen Vor-
aussetzungen gegen ein Powerlaw auflerhalb der Menge der Resetlevel {1} kon-
vergiert. Genauer bedeutet dies:

Satz 2.24 Die asymptotische Verteilung p der Markovkette { X, }nen, hat die

Form
o q
AU = g —ay
i =g —a) o (maSuma) v
) = A g W) T WEN
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Beweis: Es gilt
P = (P(Xopn= Nj‘Xn = Ni))i,j

¢+ (1-q)(1-a) 1-¢)(1-a)a (1-q)(1-a)’
|« 1-g(l-a) (1-g)(l-a)
I 0 (1-q)(1-a)

Alle Zustande in S sind von der 1 aus erreichbar:

P(Xy=pu5|Xo=1) > P(Xp=p5|Xs1=pg") - oo - P(Xi = ol Xo = 1)
= d"(1-a)(1—¢)F >0.
Nach Satz 2.23 sind damit die Voraussetzungen fiir Satz 2.16 erfiillt. Damit

folgt, dafl die Verteilung von X,, gegen das eindeutig bestimmte invariante
Wahrscheinlichkeitsmafl p konvergiert, also

p=rP = ()= (1= 1=-ap()+ad_sl)

& (1=(0=g(1-a)p(l)=¢q

q
AR Al G g gy

7

and  p(h) = (1— )Y (1 = a)a’p(i)

J=1

i—1

& o) = T ST ) vieN

5=0
Daraus folgt:

o ql=q)(1—a)d’ .
A= -ga—apn N

Beweis durch vollstédndige Induktion:

(1— )1 - a)  l-g-aa
) Gy Ll i g T e o

[A:i=1:p(po) =

IV: Sei ¢ € IN und die Aussage fiir j € N, 7 < i erfiillt.
IS:

(1— q)( 1 N —
i _ — — i—j

IV (1—(] 1—a
1—(1—-¢)(1—-a) 1 1—q (1—a)
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— i; q1-q9@1—a)d
3 [1—(1—q><1—a>]j+1}
1 =¢)(1 —a)

- <1—<1—q><1—a>>2{1

i EI(I 3)&] i>a) ki_z (1 - (1 —1q>(1 - a))k}

a1 - g)(1 - a)a’ 1-q-a = (coga)

<1—<1—q><1—a>>2{”1—(1—q><1—a> R — }
q(1 —q)(1 — a)a’

1-(1—q—a)"

Tatséchlich ist p eine Verteilung, denn p(pf) > 0V i und

iy q —~  q(1—-¢q)(1-a)d

D e IR R R B ey g
_ q M l—a 1 _
= i oguowt Tt el )

¢(1 —q)(1 —a)
(1-a)=(1-q)(1-a)

Somlt gllt p(].) = m und fir alle ¢ < IN:

g1 — g)(1 —a)a’ _ q(1 —q)(1—a) (Mi)loguo(m)
1-(0-9-a)* [1-(1-g1-a)]"" '

= q+ =q+1—qg=1.

O
Die Markovkette hat also als asymptotische Verteilung auflerhalb von {1} ein
Powerlaw. Allerdings waren in diesem Fall auch die Voraussetzungen an f sehr
stark, es wurde sozusagen das gewiinschte Verhalten fiir p mit f schon in die
Markovkette , hineingesteckt. Im Folgenden wird also ndher untersucht, wie
sich die Kette bei anderen Verteilungen fiir p verhélt und wann ein exaktes
asymptotisches Powerlaw, ein Powerlaw auflerhalb einer Menge von Resetleveln
oder ein Powerlaw-@hnliches Verhalten (was dann noch zu definieren sein wird)
resultiert.

2.3.2 Bedingungen fiir ein asymptotisches Powerlaw

Da selbst bei einer Powerlaw-Verteilung f auf S die Markovkette kein exak-
tes asymptotisches Powerlaw erfiillt, wird nun in diesem Abschnitt untersucht,
welche Voraussetzungen fiir f gegeben sein miissen, damit das Powerlaw asym-
ptotisch exakt angenommen wird. Interessanterweise zeigt sich, da} f auf S
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eine ganz spezielle Form haben muf}; mit einem Trager von nur zwei Punk-
ten, wenn die Verteilung von X, gegen ein exaktes Powerlaw konvergieren soll.
Diese notwendige und hinreichende Bedingung formuliert der néchste Satz.

Satz 2.25 Seien q¢ € (0,1) und po € (0,00) \ {1} fest, sei {X,}new eine
homogene Markovkette mit Zustandsraum S = {ub,i € No} und Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten

k-1
k>
P(Xn+1=u’5|Xn=ué>:qaok+<1—q>{ T k2D e s

mit fj = f(u)) >0 VjeNyund ) f;=1.
7=0

[D.h. der multiplikative Faktor p hat die Zihldichte f auf S, f =0 auf Mg\ S.]

a > —log,,(1—q) >0, falls pg>1

a € R erfiille { a < —log,,(1—q) <0, falls o<1

Dann sind dquivalent:

(1) Die asymptotische Verteilung der Markovkette { X, }nen, ist ein Powerlaw
p auf S mit p, = p(ug) = B(pg) ™, k € No, wobei = (1 — g ®).

(2) Fiir die Zdhldichte f gilt f(1) = 1 — ——4=—, f(uo) = Ty und

F=0 . (g =1 (1—q)’ 6—1)(1-q)
= 0 sonst.

Beweis: (1) = (2): Die asymptotische Verteilung p sei also wie unter (1)
gegeben. Da die asymptotische Verteilung eine invariante Verteilung ist, gilt:

p=pP = po=(1-q)fopo+q)_p;
j=0

qegl) _ q
P 11— (1 - Q)fo
k
und = (1=9) Y fijp;
=0
k—1
(1—-4q) Z; Je—ip;
J:
T TTE0—0h
Aus dem Powerlaw ergibt sich
B0 o f=—22L _  und VkeN:
E—1
(1-q) Z_:O Je—jpj .
pr =B & . ()~

1-(1-qfo 1-(0—-qf
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k—1

& (1=q))  feBud)™ = qlpt)™

=0

& (1- q)ﬂz filp§™) ™ = q(p)™

& (1- Q)ﬁ ;ﬁ(%)a =q

& (1= filw)*=1-(1—-0qf

i=1
Da diese Gleichung fiir alle k € IN gilt, folgt:

fk(,ulg)a:(] S fr=0 VE>2 sowie
1= fipg =1—1—q)fo & (L—q)(fo+ finy)=1.

Wegen fr, =0V Ek>2folgt: fo+fi=1< fo=1—f

= (1-q(1—=fi+ finy)=1q¢=(1—q)fi(ug —1)

B q
Ch= e )i g
q

(kg — 1)1 —q)
f ist damit als Dichte wohldefiniert, siehe Riickrichtung.

= fo=1-

(2) = (1): Uberpriife nun, ob die notwendige Bedingung fiir das asymptotische
Powerlaw auch hinreichend ist:

Sei f auf S definiert {iber

f(l) =1- m und f(Mo) = m, f = 0 sonst.

Wegen

{ a > logu (1), o > 1

1
S>> — s ui—-1> —
aSMM—%uMﬂ} fo=1=¢ "

1

1—q
ist uy —1 > 0, also f wohldefiniert, und f(1) € [0,1), f(po) € (0,1]. Da
ebenfalls f(1) + f(uo) = 1 ist, ist f eine Dichte.
Offensichtlich sind alle Zusténde in S wegen f(19) > 0 von der 1 aus erreichbar,
und nach Satz 2.23 sind damit die Voraussetzungen von Satz 2.16 erfiillt. Damit
folgt nun wieder, dafl die Verteilung der Markovkette X,, punktweise gegen die
eindeutige invariante Verteilung p = pP konvergiert. Daraus folgt:

q q
Po = =
1-(1-qfo 1-0-901 - g=ia=)
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g+ == us—1+1

(ko — Dpe®  und

po—1
pr = (1—=q)(forx + fipe—1) &
o (1—q)fipe-1 _ qpr—1
L= =gfe -V - 0-90 - ===l
qPr—1 PEk—1 —a
= = = — = lg " Pr— V kel
(g —Dlg+ 5] mg—1+1 07

Mit vollstéandiger Induktion folgt sofort:
pr = (g — V(™) = (1= ™) (e)™ Yk €N

pr > 0V k€ Ngund > pr = 1 ist offensichtlich erfiillt.
k=0
In fy und f; ausgedriickt entspricht der Ausdruck

_ q ( (1-ag)fi >k 0
Pk = .
1—(1-q)fo\1-(1—q)fo
Beispiel 2.26 Notation und Voraussetzungen seien wie in Satz 2.25. Fiir den
Grenzfall « = —log,, (1 — q) ergibt sich fiir ein asymptotisches Powerlaw
q
= =1= fo=0,also
(5 -1 -4
l—q, j= ot
P(X,1 =jlX,=1) = q, j=1 Vi, j €S, sowie
0, sonst

B=q,p=q(l—q)F

Dies entspricht also dem Fall 2.2, von dem das asymptotische Powerlaw-Ver-
halten ja bereits bekannt war.

Fiir ein exaktes asymptotisches Powerlaw darf f also nur auf 1 und pg ungleich
Null sein und f(po) muf grofer Null sein. Dabei ist einsichtig, warum f nur
auf {1, yo} ungleich Null sein kann, und nicht etwa auf {1, u} fiir ein festes
r > 2. Denn soll es eine asymptotische Verteilung p > 0 auf S geben, so miissen
offensichtlich alle Zustdnde in S von der 1 aus erreichbar sein - dies ist jedoch
nur fiir r = 1 erfiillt.

Ein asymptotisches Powerlaw setzt also sehr restriktive Voraussetzungen an f
voraus. Interessant wére es deshalb im weiteren zu untersuchen, wann asympto-
tische Verteilungen ein Powerlaw-adhnliches Verhalten aufweisen, wobei dieses
,ahnlich® noch néaher zu definieren sein wird.
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2.3.3 Verteilung des multiplikativen Faktors auf zwei
Werten

Im néchsten Schritt wird nun S verallgemeinert, so daf3 S nicht mehr nur aus
Potenzen eines Faktors pg besteht. Zunéchst wird dazu S auf Vielfache zweier
verschiedener Faktoren p; und pp verallgemeinert. Dazu seien ¢ € (0,1) und
p1 # g € (0,00)\{1} fest mit pi # pl Vi,5 € N. {X,,}ew sei eine homogene
Markovkette mit Zustandsraum S = {/ﬁlug,i, j € No} und Ubergangswahr-
scheinlichkeiten

q k=1

L—)f k=l
P(X0y = k|X, = 1) = E1—3§£ LM vkies

0 , sonst

D.h. der multiplikative Faktor p hat die Zahldichte

flu) = fi, f(u2) = fo, f = 0 auf Mg\ {1, 2}, wobei fi, fo € (0,1) und
fi + fo = 1 gelte. Fiir das asymptotische Verhalten von X,, ergibt sich die

folgende Aussage:

Satz 2.27 Unter obigen Voraussetzungen ist die asymptotische Verteilung der
Markovkette { X, }new, gegeben durch die Verteilung p mit

i j i+ i+ i g

p(p1p3) = ( . )q(l —q)"fif3.

Beweis: Alle Zustidnde sind von der 1 aus erreichbar:

P(Xiy; = piph| Xo = 1) > P(Xip; = pipd| Xipj1 = phpy ) -
(X = il X = p) PG = 4y [ Xicy = 471 -
P(Xy=m|Xo=1) = fif; > 0.

Mit den Sétzen 2.23 und 2.16 folgt nun, dafl die Verteilung der Markovkette X,

punktweise gegen p konvergiert, wobei p die eindeutige invariante Verteilung
ist. Daraus folgt:

p(S3) = a> > plpipd) =1q.

i=0 j=0

p(ulud) = (1 —q)fop(ppy V) € N,
pluaps) = (1= a)fip(ui ' pz)vi €N, und
p(pipd) = (1—q)(fip(ui™ ) + fop(pipy ™)) Vi, j e NN.

Daraus ergibt sich
o i+ i i
p(pips) = ( . )q(l —a)"fifs

durch zweidimensionale vollstdndige Induktion nach ¢ und j (siche Satz A.4 in
Anhang A):
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(©) p(dus) = a = (g)a(l — )" 1 13
(i) Sei j € N und p(pfp) = (3)a(l — g f f3.
Dann ist p(ufpy™) = (1 - q) fop(pfpd) = (})a(1 — ) 57
= (51 a(t =g AT
Analoges gilt aus Symmetriegriinden fiir i € IN und j = 0.
(iii) Seien 4,5 € N und p(uid*') = (1) q(1 — @) T sowie
p(ii ) = (1) a(1 = @) FT (V). Dann st

put i) = (L= @) lfiplpiy™) + fop(ui™ish)]
e S
| ) . .
R -

= W A 4 i+ 5+ )
+G+DE+1+9)
g
_ (z + 1 +j+1
i+1

)Q(]. o Q)i+1+j+1f{‘+1f2j+1-

Mit zweidimensionaler vollsténdiger Induktion (Satz A.4) folgt die Behaup-
tung. '
p ist tatsiichlich eine Verteilung auf S, denn p(piud) > 0Vi,j € Ny und

IPITIIED 95 O (RN VIRTIAT:
- Yda-ary () - o
- S _ i 1 _ q - (1—q)fs '
= L - T T oh e
_ g . : _ q _
1-(1-q)f2 1- (1(1‘1);;12 -0 -9f—(0—-qfi
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Offensichtlich erfiillt p kein Powerlaw. Zu untersuchen bleibt, ob sich diese
asymptotische Verteilung vielleicht einem Powerlaw annéhert fiir i — oo, j —
oo, also nur ein Powerlaw-, dhnliches® Verhalten zeigt. Diese Frage wird in
Abschnitt 2.3.4 behandelt.

Offensichtlich wiirde sich Fall 2.3.3, f(u1) = fi1, f(ue) = fo, fiir gy = 1 mit
[ 2 j1p zu Fall 2.3.2 (unter Voraussetzung (2)) vereinfachen. Wie hingen nun
die Ergebnisse fiir diese beiden Fille zusammen?

Beriicksichtigt man die dann fehlende Eindeutigkeit wegen 1° = 1V i € INy, so
ergibt sich:

p(ug) = D pras(liuf) =) (Zt )€I(1 —q) S ft
i=0 i

—0

= a0t ()= L

=0

Die Ergebnisse sind also konsistent.

2.3.4 Untersuchung auf Powerlaw-dquivalentes Verhalten

Die asymptotische Verteilung p(uiu) = (iﬂ)!q(l — @)™ fif] aus Teil 2.3.3
beschreibt nicht exakt ein Powerlaw. Aber vielleicht néhert sie sich fiir grofe
i und j einem Powerlaw an, also verhilt sich wie ein Powerlaw fiir i,j —
oo? Fiir Folgen in (nur einer Variablen) n gibt es die folgende Definition fiir
asymptotisch gleiches Verhalten (siche z.B. Krengel, [8], S. 76):

Definition 2.28 Zwei Folgen (a,) und (b,), n € N, heiffen asymptotisch
dquivalent fiir n — oo, kurz a, ~ by, falls lim 3=

Dabei laBt sich leicht zeigen, da8 es sich hier tatsdchlich um eine Aquivalenz-
relation auf der Menge der Folgen handelt, also a,, ~ a,, (a, ~ b, = b, ~ a,)
sowie ((an ~ by, by ~ ¢,,) = a, ~ ¢,) fiir alle Folgen (a,,), (by), (¢,),n € IN. (%)

In obigem Fall verhilt sich die Sache etwas komplizierter, da p(i 1) von i und
j abhéngt. Ist also das Verhalten fiir gleichzeitig i, j — oo von Interesse, so
ist noch zu klaren, auf welche Art diese Limesbildung geschehen soll. Da hier
die Frage ist, ob sich p(u! u%) fiir gleichzeitig grofie ¢ und j wie ein Powerlaw
verhélt, ist eine sinnvolle Mdéglichkeit zum Beispiel, 7 als Funktion von ¢ zu
betrachten und eine mogliche asymptotische Aquivalenz fiir i — co zu unter-
suchen. Verhilt sich p(u} ué) fiir grofe 7 und j tatséchlich wie ein Powerlaw, so
miifite insbesondere p(u}u?) fiir jede streng monotone (z.B. lineare) Funktion
j = f(i) fiir i — oo zu einem entsprechenden Powerlaw dquivalent sein. Es
stellt sich jedoch heraus, dafl dies nicht der Fall ist, wie der folgende Satz zeigt.
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Satz 2.29 Fiir p aus Fall 2.53.3 gilt:

puapy) ~ -(2(1 = ¢) f1)"(2(1 = ¢) fo)'

&IH&IH

(Mi)logm(2(1—q)f1)(Mé)loguz(%l—q)fz), i—o00 (j=1),

< Sil= Sl

S B0 G- 0 p)”

V2T
10gu1 (A=) f1) () 2iVlog,, GA-0)f2) g (i = 2)
m‘/ ; 2 , (=20

p(pip3’) ~

Beweis: Nach der Stirlingschen Formel (z.B. Satz 5.1. aus Krengel, [8],) gilt

n!l ~V2mne "n™ fir n — oco.

Daraus folgt mit (x):

(20)!

Pz =~ a(l =o' fifs
2m(2i) e 2i(2i)2i it i opi
~ 271_1 6_2i7;2i q(]‘ - q) * f1f2

-(2(1 - @) f1)' (2L — q) f2)'

(”zﬁlog#l (2(1=q) f1) (Mé)logw (2(1=q)f2)

Sil= Sl
S

und

~.

7 7 3' 1+2¢ £1
o) = - ?‘Q(l_Q)—i_QleZ

il(2d)!
2 (3i) e (30)>

~ 1— 1421 21
V21 e~ iiin/272i 6—21(22) a1 = 0" Al

. (M )IOgm( (1- ‘J)fl)(Mgi)bgw(%(lf‘])h),

%E

O
Offensichtlich ist also p(/ﬁiug(i)) nicht fiir jedes streng monotone f zu einem
Powerlaw asymptotisch dquivalent fiir ¢ — oo. Gébe es ein solches Powerlaw,
so miifite es wegen (x) auch zu den oben bestimmten asymptotisch dquivalen-
ten Folgen dquivalent sein. Diese lassen sich jedoch nicht auf eine (erst recht
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nicht gemeinsame) Powerlawform bringen. % ist nicht-exponentiell, und die

Vorfaktoren und Exponenten stimmen fiir f = id bzw. f = 2id auch nicht
iiberein. Es kann also nicht sinnvoll davon die Rede sein, da$ sich p(u}pd) fiir
grofle ¢ und j wie ein Powerlaw verhélt.

2.3.5 Verteilung des multiplikativen Faktors auf N Werten
Seien ¢ € (0,1) und N € IN sowie ju1, fia, - .. iy € (0,00)\{1} fest und es gelte

N N
Hu?i :H,uéi furn;, l; € No,j € {1,...,N} = (n1,...,nn) = (I, ..., In).
i=1

i=1
X, sei eine homogene Markovkette mit Zustandsraum

N ..
S =AII " | ni € No,i =1,..., N} und Ubergangswahrscheinlichkeiten
i=1

q k=1
P(Xn+1:k|Xn:l): (1_Q>f2 ak::uzl7 16{177]\[} VkleS
0 , sonst

D.h. der multiplikative Faktor p hat die Zdhldichte
f(,uz) = fZ7Z: 1a"'7N7fEO anMS\{,Lbl,...,MN}7
N
wobei f; € (0,1)Vie{1l,...,N} und 3 f; =1 gelte.
i=1
Analog zum Fall N = 2 aus Abschnitt 2.3.3 ergibt sich fiir das asymptotische
Verhalten folgende Aussage:

Satz 2.30 Unter obigen Voraussetzungen ist die asymptotische Verteilung der
Markovkette { X, }new, gegeben durch die Verteilung p mit
N

I . (X o) S ne N N .
p(pitus? o puiy) = ZJTVI( ')q(l—q)l:l Ulfll Vn; € No,i € {1,...,N}.

i=1

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 2.27 sind alle Zustédnde in S von der 1
aus erreichbar. Mit Satz 2.23 und Satz 2.16 folgt wieder, dafl die Verteilung
der Markovkette X,, punktweise gegen p konvergiert, wobei p die eindeutige
stationdre Verteilung p = pP ist. Daraus folgt:

p(1) = ¢ und mit der Setzung

N

p(IT p;7) := 0 falls n; = —1 fiirein j € {1,..., N} ()
j=1

folgt ebenfalls

N
P s ) = (L =) > fip(p ™ i)
=1
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Vn; € No,ie{l,...,N}.

Daraus ergibt sich

N
(22 7m4)! NN
ni . mo i=1 i

n 2 i n; ,
Pl s i) = — q(1 —q)= Hf% Vn; € No,i e {1,...,N}.
[1(ni!) =t

=1

durch vollstandige Induktion nach ny,...,ny (siehe in Anhang A Satz A.6):

N N
: 0,0 0y — 5(1) = g — " 1 — &° 7 0
(1) p(pipy .. py) = p(1) =q ﬁ(Ol)q( q) [[1f

(ii) Sei M C {1,..., N} eine beliebige Teilmenge. Wegen der Symmetrie in
der Aussage sei 0.B.dA. M = {1,...,K} fiir ein 1 < K < N. Seien
ni,...,ng € INg und fiir jedes feste 1 < m < K sei die Formel fiir das
N-Tupel (ny +1,...,npm-1 + L0y, + 1,0, ng +1,0,...,0) wahr
(IV). Dann folgt:

p(pi st M}?‘“M%H )

i n1+1 ni—1+1 n; nz+l+1 ng+1 0 0
=(1-q) E fip( T T ey - )

. K (i (nj +1) 4+ ny)!
o)
N VI PR S DIGH]

J=1,j#i

K
Z n7+1 +n; n
q(1 —q)=r7 ( | [ £ ﬁl)

Jj=1,j#i

& o (i(nj+1>_1)! B
q(l—q anj+1 J*K Z(nz+1)
R i (R

j=

—_

_ J:; J=K+1 q(1—gq J;(nﬁl)Jr]:;HOHf;wl H fjo
[T(n;+1)! ] 0! S
Jj=1 J=K+1
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Mit N-dimensionaler vollstandiger Induktion (Satz A.6) folgt also die Behaup-
tung. p ist eine Verteilung analog zu Satz 2.27. |

Auch in diesem Fall entspricht die asymptotische Verteilung also nicht exakt
einem Powerlaw. Ein Powerlaw-dquivalentes Verhalten 148t sich analog zu Ab-
schnitt 2.3.4 ausschlielen.

2.4 Konstanter multiplikativer Faktor und
Resetlevel als Zufallsvariable

In diesem Abschnitt wird das Verhalten der Markovkette untersucht, wenn der
Level fiir das Reset nicht mehr konstant ist, sondern eine Zufallsvariable mit
einer Verteilung, die durch die Z#hldichte f beschrieben wird.

Seien ¢ € (0,1) und p € (0,00) \ {1} fest, und sei f eine Zéhldichte auf einer

abzidhlbaren Teilmenge M C R, d.h. > f(j) = 1,f(y) € [0,1] Vj € M. Sei
jEM

S = {mpilm € M,i € Ny}. Damit gilt M C S. Setze f auf S fort durch

f(7):=0V j € S\ M. Dann ist f eine Zdhldichte auf S.

Sei { X, }new eine homogene Markovkette mit Zustandsraum S und Ubergangs-

wahrscheinlichkeiten

PXp1=J|Xn=1)=qf()) + (1 =lya(j) YijeS,

: L =
wobei 1,3 (j) = { 0 jAui
Insbesondere vereinfacht sich dies zu Fall 2.2 fur 1 € M, f(1) =1, f = 0 auf

Auch hier folgt zunéchst ein allgemeiner Satz, der fiir die Konvergenzaussage
bendétigt wird.

Satz 2.31 (1) Ist f > 0 auf M, so kommunizieren alle Zustinde miteinander.
(2) Kommunizieren alle Zustinde miteinander, so ist die Kette auch positiv
rekurrent und aperiodisch.

Beweis: (1) Sei f > 0 auf M. Seien my' und my’/ € S beliebig. Dann gilt
P(Xip1 = mp'| Xo = mp?) > P(Xipr = mpt| X = mp 1) - .
P(Xy = mp| Xy = m)P(Xy = m|Xo =my’) > (1 —q)'qf(m) > 0.

Somit kommunizieren alle Zustidnde in S.
(2) Sei j € S und sei k € M mit f(k) > 0. (k existiert wegen Y f(i) = 1.) Da

k ~~ 7, gibt es ein N € IN mit p,(g];-]) > (. Fiir alle n > N gilt dann

P(Xp-n=k|Xo=j) = Y P(Xp_y = kX1 =i)P(Xon1 =i|Xo = j)

i€S
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> > qf (k)P(Xo-n—1 = i|Xo = j) = qf (k)

i€S

=\ = P(X, =jXo=7) > P(Xy = j|Xo-n = k)P(Xp_n = k| X0 = j)
> paf(k) > 0. (2.10)

Damit ist auch lim sup pg.?)
rent.

Aperiodizitat: Sei j € S. Nach (2.10) ist pg.?) > 0 fiir alle n > N und somit
ggT{nzl:p§?)>0}§ggT{n21:n>N}:1Vz’€1NU. O

> p,(jj\.[)q f(k) > 0. Die Kette ist somit positiv rekur-

Wird also M so klein gewihlt, dal nur Werte m mit f(m) > 0 enthalten sind,
so erfiillt die Markovkette die Voraussetzungen von Satz 2.16 und dieser lie-
fert die punktweise Konvergenz der Verteilung gegen die eindeutige invariante
Verteilung p.

In den folgenden Abschnitten werden konkrete Verteilungen fiir den Resetlevel
untersucht.

2.4.1 Verteilung des Resetlevels auf N Werten

Seien N € N, my,...,my € R*® und f(m;) = f; Vi € {1,...,N} mit
N

fi€e(0,1),ie{l,...,N} und > f; =1 (Zéhldichte f fiir den Resetlevel auf
n=1

M ={my,...,mn}). . )

Zusitzlich gelte mp® = mu* m,m € {my,...,mny}, k. k € Ng = m =m, k =
k, also insbesondere m; # m; fiir i # j.

{ X, }nen, sei eine homogene Markovkette mit Zustandsraum
S={mu*|me{my,...,my} k€ Ny}

und Ubergangswahrscheinlichkeiten

N
P(Xn-‘rl :j | Xn = Z) =dq Zl fnémnj + (1 - q)é(/”)J

dr; bezeichne wieder das K;oneckersymbol.

Satz 2.32 Bei vorgegebenen mq, ..., my erfillt die Verteilung obiger Mar-
kovkette genau dann asymptotisch ein Powerlaw, wenn f; = — mit o =
> mn®
n=1

logu(%_q). In diesem Fall hat das Powerlaw die Form p(s) = As—@ auf S mit

Beweis: Da f > 0 auf M = {m,...,my}, folgt mit Satz 2.31 und Satz 2.16,
dafl die Verteilung der X,, punktweise gegen das eindeutig bestimmte invariante
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Wahrscheinlichkeitsmafl p konvergiert. Fiir die asymptotische Verteilung p auf
S muf} also gelten:
p=pP
plmi?) = (1 = q)p(my? ™), VYie{l,...,N}, jeN.
Mit vollstéandiger Induktion folgt sofort:
plmip?) = afi(1 - qf = qfi(u?)'oo =9 (2.11)
= qfim; T (mygd) 0D, i€ {1, NG € No.

Das Powerlaw ist genau dann erfiillt, wenn der Vorfaktor unabhéngig von
konstant ist, also

fomy 000D — g o0y e {1,... N}

(2

fi e
= ke {l,. .
C D) T gy Tk EL N}
m; s
Dies entspricht einer Proportlonahtat der f; zu m fosn(1=9) firie {1,...,N}.

Die Normierungsbedingung Z fi = 1 liefert den ersten Teil der Behauptung.
Einsetzen von f; in (2.11) erglbt den zweiten Teil. U

Beispiel 2.33 Ist z.B. q = % und @ = 2 und sind my = 1,my = 3, mg = b,
so ergibt sich daraus o = logs(2) = 1 und Z m,® =1+3++ =2 Damit

wdre eine Resetdichte f auf M = {1, 3, 5} von f1 = 23,f2 = o5 und f3 = 53
ndtig fiir ein asymptotisches Powerlaw auf S = {m -2/|m € {1 3 b}, j € ]NO}
Dieses hitte dann die Form p(m -27) = 2(m - 27)7" fir alle m2i €s.

Wire hingegen f z.B. die Zihldichte einer Gleichverteilung auf 1,3 und 5,
also fi = fo = fs = %, so wiirde sich p(m -27) = $(3) ¥V j € Ny fiir alle
m € {1,3,5} ergeben. Dies entspriche drei verschiedenen Powerlaws

1

p(L-2) = <(1-2)7, ¥V jeN,
. 1 .

p(3-27) = 5(3-29)—1, V j € Ny,

p(5-27) = 2(5-%‘)1, vV jeNg

auf den drei verschiedenen ,Stringen®, also Teilmengen {1 -27|j € Ny}, {3 -
2|5 € No} und {5-27|j € Ny} von S. Fiir diese stimmt zwar o = 1 iiberein,
nicht jedoch der konstante Vorfaktor A.
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Abbildung 2.1: p(s) auf S fiir ¢ = %, @ =2und m; = 1,mo = 3 und m3 = 5. Links
1= %7 fo= %, f3 = %, rechts Gleichverteilung auf {m1, mg, ms}.

Der Verlauf von p(s) auf S fir beide f ist in Abbildung 2.1 mit Matlab dar-
gestellt. 0% .+ und ** verdeutlichen jeweils die drei ,Stringe“ {1-27|j €
WNo}, {3275 € No} und {5-27]5 € Ny} von S.

Somit mufl bei vorgegebenen my, ..., my die Resetverteilung in Abhéngigkeit
der m; gewdhlt werden, damit asymptotisch das Powerlaw erfiillt ist. Eine
Konvergenz gegen ein asymptotisches Powerlaw unabhéngig von der Verteilung
fiir den Resetlevel ist im Allgemeinen nicht gegeben.

Angesichts der Form von p in (2.11), die ja Powerlaw-artig ist, aber zu ver-
schiedenen Vorfaktoren auf verschiedenen ,, Stringen {my;, m;u, m;u?, ...} von
S fiithren kann, ist ein gesondertes Untersuchen von p auf Powerlaw-équivalen-
tes Verhalten auch nicht sinnvoll.

Allerdings ist interessanterweise im Falle eines Powerlaws der Exponent «
tatséchlich nicht abhéngig von der Dichte f der Resetlevel-Verteilung oder
der Menge der Tragerpunkte {my,...,my}, sondern nur von x und q.

2.4.2 Verteilung des Resetlevels auf S

Sei f eine Zidhldichte auf S := {u* |k € No}, fr := f(u*),k € Ny, fr >

0, > fr = 1. Ferner gelte f(1) > 0, so daB alle Zusténde in S kommunizieren
k€elNg

(siche Satz 2.35). )
(X1 )nen, sei eine homogene Markovkette mit Zustandsraum S und Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten

P(Xn-‘rl :len :Z> ZQf(.]) + (1 _q>5(/ﬂ)j7 v Z7.] €Ss.

Fiir die weiteren Aussagen wird ein Hilfssatz aus der Analysis benotigt, siehe
z.B. Satz 11.93 in Jongen und Schmidt, [5]:
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Lemma 2.34 (Konvergenzsatz von Mertens)
Vor.: (a;), (b;) € RN, Y a; absolut-konvergent, > b; konvergent, Y c; das

Cauchy-Produkt von Y a; und > bj, d.h. ¢, := > a;b,—; firn € Ny,

j=0
Beh.: Y c; ist konvergent, und es gilt > c; = (> a;)(>_ b;).
j=0 j=0 "~ j=0

Damit 148t sich zeigen:

Satz 2.35 Die asymptotische Verteilung der obigen Markovkette { X, }nen, ist
die Verteilung p auf S mit p(u*) = q Z( Q) f(ut), k € N.

Beweis: Seien i, k € INy beliebig. Dann gilt

P(Xpy1 = ¥ | Xo = ')
P(Xj = p" [ Xy =p*) - - P(Xp = p| Xy = 1)P(X; = 1| Xo = )

>
> (1-q)*qf(1) >0

Somit kommunizieren alle Zusténde in S miteinander und nach Satz 2.31 ist die
Kette auch positiv rekurrent und aperiodisch. Damit sind alle Voraussetzungen
von Satz 2.16 erfiillt. Es folgt die punktweise Konvergenz der Verteilung von
X, gegen das eindeutig bestimmte invariante Wahrscheinlichkeitsmafl p. Fiir
die asymptotische Verteilung p auf S mufl also gelten:

p=pP = p1)=qf(1), p(*)=af(W*)+ 1 —=q@p(* "), keN
Z L—q) 7 f ().

Beweis durch vollstédndige Induktion:

IAk =0 p(p°) = p(1) = q¢f (1°)

IV: Sei k£ € IN, und die Formel sei fiir alle 1 < k — 1 erfiillt.
IS: Dann gilt:

—~

p(uF) = qf (1) + (1= @)p(u"™) = qf (u* 1—qqzl—q’“’f )

k
= +qz QF () =g ) (1—g)* ().
=0

p ist tatsiichlich eine Verteilung, da p(u*f) > 0V k € Ny und

0 00 k oo k
TR 37D IR 5 o (RS
k=0 k=0 =0

k=0 =0 =
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(%) i N B 1 B
= Q(Zf(#))(Z(l—(])k)—Q'l'm—l-

Dabei gilt (*) mit a; = f(pf) und by_; = (1—¢)** nach dem Satz von Mertens,
Lemma 2.34. 4

Es stellt sich nun heraus, daf sogar eine fast Powerlaw-formige Dichte f fiir den
Reset-Level notwendig (und hinreichend) ist, um ein asymptotisches Powerlaw
fiir die Markovkette zu erreichen.

Satz 2.36 Die oben eingefiihrte Markovkette {X, }nen, erfillt genau dann
asymptotisch ein Powerlaw, falls f(u*) = q¢f(1)(1—f(1))(1—qf(1))*1VEk e N
gilt, wobei f(1) € (0,1].

Beweis: p erfiillt ein asymptotisches Powerlaw

=3 HaGR:qZk:(l—Q)’“‘jf(Mj)=(1—u‘“)(u’“)‘“ V k€ N
& HaeR:q;(:f)—l—u“ (k =0)

A qzk;(l—Q)k_jf(uj)=qf(1)(1—qf(1))k VkeN

&Y H;ER:qﬂ)— 1y

A FEh) = F)A = gf(1) kzél—q'”f ) VkeN
8 ZaeR:iqfl)=1-p" J

A ) =af (1)~ (1))(1—qf( )V keN.

Zum Beweis von (x): Da die obere Formel eine rekursive Folge definiert, ist
die Folge, die diese Rekursionsformel erfiillt, eindeutig bestimmt (Analysis).
Beweis des Erfiillens der Rekursionsformel durch vollstdndige Induktion:
Atk =1: f(n) = f(1)(1=qf (1)) = (1=¢)"°f(1) = ¢f (D) (1= f(1))(1-q¢f(1))"
IV: Sei k € N,k > 2 und die Formel gelte fiir alle 1 < j <k — 1.

k—1

IS:£(u) = OO =af (D) =D (=) f()
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- f<1>{<1 Caf) - (gt

(1— @' — (1 — qf (1))
T-g-(1=¢f@) U ‘q)}

= rfa-ar ) - -0 + 0= - (- 0 - a0
— GF)(1— F)(1 — gf()

Damit ist f von der Form

f°) = a

1 —
f(,uk) = qa(l —a)(1-— qa)k*1 — M(uk)logu(lqa) VkeN,
—qa

—q(1 - f(1))

also selbst ein Powerlaw aufierhalb von {1}.

f ist genau dann eine Zihldichte, falls f(1) = a € (0,1], da dann f(u*) >
0V k€ INg und

W) = a+) qa(l—a)(1-qa)* ' =a+qa(l—a)) (1 qa)*

k=0 k=1 k=0

1
=a+qa(l —a)— = 1.

1)
= l—a)——
a + qa( a)l—(l—qa) "

Fiir f(1) = 0 hingegen folgt f(u*) = 0 fiir alle k¥ € IN, und offensichtlich ist
dann die Normierungsbedingung der Dichte verletzt. O

Beispiel 2.37 Ist f(1) =1, und somit f(u*) =0 fiir alle k € N, so reduziert
sich das Modell zu Fall 2.2, von dem das Powerlaw-Verhalten bereits bekannt
war.
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Offensichtlich ist Konvergenz gegen ein Powerlaw also auch hier von der Vertei-
lung des Resetlevels abhéingig. Allerdings ist in obigem Modell die Verteilung
des Resetlevels ngy im allgemeinen auch nicht nur innerhalb eines beschréankten
Gebietes ,,nennenswert von Null verschieden“, wie dies von Manrubia und Za-
nette vorausgesetzt wurde - wenn auch unklar bleibt, was dieses ,,nennenswert“
bedeuten soll.
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3 Das Modell als homogene
Markovkette mit stetigem
Zustandsraum

In diesem Kapitel werden stochastische Prozesse der Form (1.1) mit stetigem
Zustandsraum formal als Markovketten eingefiihrt und untersucht. Zunéchst
werden in Abschnitt 3.1 die ben6tigten Grundlagen zur Behandlung homogener
Markovketten mit stetigem Zustandsraum vorgestellt. In Abschnitt 3.2 wird
die Markovkette formal definiert und in Abschnitt 3.3 werden einige grund-
legende Eigenschaften der Markovkette nachgewiesen, die in sich selbst inter-
essant sowie fiir die anschliefenden Ergodizitdts- und Konvergenzaussagen in
Abschnitt 3.4 wichtig sind. In Abschnitt 3.5 wird der Zusammenhang zwischen
den vorgestellten multiplikativen Markovketten und additiven Markovketten,
insbesondere sogenannten Random Walks, untersucht. Die beiden Abschnitte
3.6 und 3.7 behandeln dann Markovketten mit konkreten Verteilungen fiir den
multiplikativen Faktor u. Dabei ist die Gleichverteilung ein Beispiel fiir eine
Verteilung mit beschréanktem Tréager, wihrend die Exponentialverteilung ein
Beispiel fiir eine Verteilung mit unbeschrianktem Trager ist.

3.1 Grundlagen homogener Markovketten mit
stetigem Zustandsraum

Dieser Abschnitt soll die Grundlagen fiir die Behandlung homogener Markov-
ketten mit stetigem Zustandsraum legen. Er beinhaltet eine Zusammenstellung
wichtiger Resultate aus Meyn und Tweedie, [10].

Im folgenden seien stets X eine beliebige Menge und B(X) eine separable
o-Algebra auf X. Zugrundegelegt sei ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahr-
scheinlichkeitsmaf P.

Definition 3.1 Sei P = {P(z,A),x € X,A € B(X)} gegeben. P heifit
ein Ubergangswahrscheinlichkeitskern (kurz: Ubergangskern) oder ei-
ne Markov- Ubergangsfunktion, falls

(i) P(., A) fir jedes A € B(X) eine nicht-negative meflbare Funktion auf X ist;
(i1) fir jedes x € X P(x,.) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf B(X) ist.
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Ein substochastischer Ubergangskern T erfillt (i) und (ii) mit der Aus-
nahme, daff statt T(x, X) =1 nur T(x, X) < 1V x gilt.

Satz 3.2 Fir jedes (Anfangs-)Maff p auf B(X) und jeden Ubergangskern
P = {P(z,A),x € X,A € B(X)} gibt es einen stochastischen Prozefs
O = {Dg,Dy,...} auf Q = X* = [[X;, Xi = X V i, mefbar beziiglich
i=0
F = Q B(X;), und ein Wahrscheinlichkeitsmafl P,(B) auf F, so daff P,(B)
=1

die Wahrscheinlichkeit des FEreignisses {® € B} fir B € F ist, und fiir mef-
bare A; C X;,1=0,...,n, und jedes n gilt

Pu(®o€ Ay, &1 € Ay,...,0, € A))
= / o / 1(dyo) P (Yo, dy1) - .. P(Yn_1, Ay). (3.1)

yo€Ao Yn—1€An_1
Beweis: Theorem 3.4.1 in Meyn und Tweedie, [10].
Somit kénnen Markovketten iiber ihren Ubergangskern P definiert werden.

Bemerkung 3.3 Es wird die Schreibweise P(x,dy) benutzt, wenn nach dem
Wahrscheinlichkeitsmafs P(x,.) integriert wird. Dies soll der Verdeutlichung
dienen, da P(x,A) von v € X und A € B(X) abhingt. In diesem Kontext
wird auch die untbliche Integrationsreihenfolge von rechts nach links benutzt,
da so die Beziige zwischen den Integrationsvariablen deutlicher werden.

Fiir ein einfaches Maf p wird die Notation im gleichen Zusammenhang hieran
angepafit, jedoch ansonsten die iblichere Schreibweise du(y) sowie die ge-
brauchlichere Integrationsreihenfolge von innen nach auffen benutzt.

Definition 3.4 Der stochastische Prozef§ ®, definiert auf (Q, F), heifit eine
Zeit-homogene Markovkette mit Ubergangskern P(z, A) und Anfangsver-
teilung i, wenn die endlich-dimensionalen Verteilungen von ® fiir jedesn (3.1)
erfiillen.

Im folgenden werden nur Zeit-homogene Markovketten betrachtet. ® sei stets
eine Zeit-homogene Markovkette mit Zustandsraum X.

Der n-Schritt-Ubergangskern P" wird analog zur n-Schritt-Ubergangswahr-
scheinlichkeitsmatrix fiir den diskreten Fall definiert.

Dazu wird ein Hilfssatz benotigt:

Lemma 3.5 Das Dirac-Mafs

1, ze A
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fiir ein x € X definiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf B(X).
Fiir meffbare Funktionen f gilt

[ ras. = sta).

Beweis: (a) 0,(0) =0, da x ¢ 0.
(b) Offensichtlich ist 6, > 0.
(c) Sei {A,}nen eine Folge disjunkter Mengen aus B. Dann gilt

5:(U 4n) " 3 5,(4,)

n n=1
(d) 0,(X)=1,daxz € X.
Der Rest der Behauptung entstammt Werner, [12], Beispiel (b), S. 464. O

Fiir 0, als Anfangsmafl wird die Bezeichnung P, := P;s, benutzt.

Definition 3.6 Der n-Schritt-Ubergangskern wird iterativ definiert.
Setze P°(z, A) = 0,(A). Fiir n > 1 definiere iterativ

P"(z,A) = /P(x, dy)P" '(y,A), x€ X, A€ B(X)

und schreibe P fiir den n-Schritt- Ubergangskern
{P"(z,A),z € X,A e B(X)}.

Tatsichlich ist P" ein Ubergangskern, wie sich mit P!(x, A) = P(x, A) und
vollstéandiger Induktion leicht zeigen 1i8t, und der m-Schritt-Ubergangskern
definiert eine Markovkette ®” = {®™} mit Ubergangswahrscheinlichkeiten
P.(P e A) = P (x, A).

Analog zum diskreten Fall gilt fiir den n-Schritt-Ubergangskern die Chapman-
Kolmogorov-Gleichung.

Satz 3.7 (Chapman-Kolmogorov-Gleichung) Fiir jedes m mit 0 < m < n gilt

P, A) = / Pz, dy) P (y, A), z € X, A€ B(X).
X

Beweis: Theorem 3.4.2 in Meyn und Tweedie, [10].

Diese Gleichung kann man so interpretieren, dafl ®, wenn es sich in n Schritten
von x nach A bewegt, zu jeder Zwischenzeit m einen Wert y € X annehmen
muf}; und da ® eine Markovkette ist, vergifit es zum Zeitpunkt m die Vergan-
genheit und bewegt sich in den folgenden (n—m) Schritten nach den Gesetzen
eines Neustarts in y.

Der folgende Satz zeigt, dass sich die bedingten Wahrscheinlichkeiten tatséch-
lich analog verhalten zur aus dem diskreten Fall bekannten Markovkeigenschaft
und Homogenitét.
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Satz 3.8 Sei ® eine Zeit-homogene Markovkette auf (2, F) mit Anfangswahr-
scheinlichkeitsmap p und Ubergangskern P. Dann gilt
(a) Ist h : Q — R beschrinkt und mefbar, so ist
Eu[h(q)n—i—ly ©n+2, N )|(I>0, ey (I)n, q)n = l’] = Ex[h(q)l, q)g, c. )]
() Pu(Ppi1 € AlDg, ..., P, P, =2) =Pz, A)V A € B(X)

Beweis: (a) Proposition 3.4.3 in Meyn und Tweedie, [10].
(b) Sei A € B(X). Sei h(®;, Pji1,...) := L({P; € A}). Dann ist h beschrinkt
und mefibar. Mit (a) folgt

PM<®H+1 € A‘q)m ey (I)n; q)n = :C) = E,u,[h<q)n+17 q)n+27 ce )‘q)O’ ey (I)n; q)n = ZIZ']
3.1)

W, [h(®y, @y, )] = Po(®y € A) Y Pz, A).

O
Es folgen einige Definitionen und Sétze zu grundlegenden Eigenschaften von
Markovketten. Einige Konzepte sind in etwas anderer Form von Markovketten
mit diskretem Zustandsraum bekannt. Es sind jedoch im stetigen Fall auch
zusitzliche Konzepte nétig.

Definition 3.9 Fir jede Menge A € B(X) seien die folgenden Grifien defi-
niert:
(i) na = Z 1{®, € A}, die Aufenthaltszeit, d.h. die Anzahl der Besuche
von P aqu nach dem Zeitpunkt 0.

(i) T4 :=min{n >1: &, € A} die erste Riickkehrzeit von ® auf A.

(i1i) L(x,A) = P.(14 < 00) = P,(® besucht jemals A),z € X, die Riick-
kehrwahrscheinlichkeiten von ® auf A.

(iv) aP"(x,B) :=P,(®, € B,7a>n), v € X, B € B(X), die n-Schritt
Tabu- Wahrscheinlichkeiten.

Bemerkung 3.10 7,4 ist nach Proposition 3.4.4, Meyn und Tweedie, [10],
fiir jedes A € B(X) eine Stopzeit, d.h. fir jede Anfangsverteilung p ist das
Ereignis {t4 = n} € F2 = o(®y,...,P,) C B(X") fiir alle n € Ny. L(x, A)
und o P"(x, B) sind somit wohldefiniert.

Definition 3.11 Fine Markovkette ® = {®,} heifst p-irreduzibel, wenn es

ein Maf ¢ auf B(X) gibt, so daf$ immer, wenn p(A) > 0 gilt, auch L(x, A) >0
gilt fiir alle v € X.
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Bei abzéahlbarem Zustandsraum wird der Ausdruck ,,irreduzibel* benutzt, wenn
alle Zustdnde miteinander kommunizieren. In diesem Fall ist ausgeschlossen,
dafl der Zustandsraum in mehrere disjunkte Teilmengen zerféllt, die nicht oder
nur eingeschrinkt voneinander erreichbar sind. Die ¢-Irreduzibilitdt ist eine
Erweiterung und Abschwéchung des Konzepts. Immerhin garantiert sie, dafl
»grofe“ Mengen (gemessen durch ¢) unabhéngig vom Ausgangspunkt der Ket-
te mit positiver Wahrscheinlichkeit erreicht werden kénnen - insofern kann der
Zustandsraum nicht in mehrere , reduzierte” Teilmengen zerfallen.

Satz 3.12 Ist ® p-irreduzibel fiir ein Maf$ p, so existiert ein Wahrscheinlich-
keitsmaf$ ¢ auf B(X), so daf gilt

(i) ® ist Y-irreduzibel;

(i) fiir jedes andere Maf ¢’ ist die Kette ® genau dann ¢ -irreduzibel, wenn
v = gilt (¥ dominiert '), d.h. wenn aus (A) =0 fir ein A € B(X) immer
¢'(A) =0 folgt;

(i1i) wenn Y(A) =0 gilt, dann auch ¥ ({y : L(y, A) > 0}) = 0;

(iv) das Wahrscheinlichkeitsmafl ¢ ist dquivalent zu

V) = [ Koy A )
X
fiir jedes endliche Irreduzibilitiatsmaf ', wobei
Ko, (z,A) =) Pz, 42", 2 e X, AeB(X). (3.2)
2
n=0

Beweis: Theorem 4.2.2 in Meyn und Tweedie, [10].

Definition 3.13 Die Markovkette heifit v-1rreduzibel, wenn sie p-irreduzibel
ist fiir ein Maf$ @, und das Maf$ ¢ ein maximales Irreduzibilititsmafs ist
mit den Figenschaften aus Satz 3.12.

BT(X) := {A € B(X) : ¢¥(A) > 0} bezeichne die Mengen mit positivem -
Maf. Da alle mazimalen Irreduzibilitatsmafle nach Eigenschaft (i1) dquivalent
sind, ist BY(X) damit eindeutig definiert.

Im Folgenden werden einige Arten von ausgezeichneten Mengen in B(X') unter-
sucht. Im untersuchten Modell wird der Resetlevel diese Eigenschaften erfiillen.

Definition 3.14 Fine Menge B € B(X) heifit

(i) zugdnglich von einer anderen Menge A € B(X), falls L(x, B) > 0 fiir
jedes x € A;

(ii) gleichmdfig zugdnglich von einer anderen Menge A € B(X), falls es
ein & >0 gibt, so dafs ingL(x, B) > 6.
S
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Definition 3.15 FEine Menge o € B(X) heifst ein Atom fiir ®, wenn es ein
Maff v auf B(X) gibt, so daff P(x,A) =v(A), x€a.
Ist @ -irreduzibel und ¥(a) > 0, so heifit « ein zugdngliches Atom.

Nach Definition der i-Irreduzibilitiat ist ein zugéngliches Atom insbesondere
auch zugéinglich von ganz X.

Definition 3.16 FEine Menge C' € B(X) heifit eine kleine Menge, wenn
es einm > 0 gibt und ein nicht-triviales Maf vy, auf B(X), so daf fir alle
reC,BeB(X) gilt

P™(xz, B) > vp,(B).
C' heifit dann vp,-klein.

Definition 3.17 Sei{a(n)} ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf Ny (die Sample-
Verteilung) und sei ®, die Markovkette mit Ubergangskern

K, (z,A) = iP"(a:,A)a(n), re X, AeB(X).

Q. heifit dann eine Sample-Kette. (Offensichtlich ist K, tatsichlich ein
Ubergangskern und somit ist ®, wohldefiniert nach Satz 3.2)
Fine Menge C € B(X) heifit v,-petit, falls die Sample-Kette die Ungleichung

Ka($, B) > Va(B)

erfillt fir alle x € C,B € B(X), wobei v, ein nicht-triviales Maf§ auf B(X)
15t.

Man kann &, als die Kette ® interpretieren, die zu den von der Verteilung a
vorgegebenen Zeitpunkten ,gesampelt® (,gezogen, ,abgetastet®, ,als Stich-
probe genommen*) wird.

Satz 3.18 Ist C' € B(X) vy, -klein, so ist C vy, -petit, wobei o, fir das Dirac-
Maj$ auf Ny steht mit 6,,(m) =1, also Ks,, = P™.

Beweis: Proposition 5.5.3 in Meyn und Tweedie, [10].

Satz 3.19 Sei ® -irreduzibel. Ist C € BT (X) v,-klein, so gibt es ein M € Ny
und ein MafS var, so daff C vyr-klein ist und vy (C) > 0.

Beweis: Proposition 5.2.4 (iii) in Meyn und Tweedie, [10].
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Definition 3.20 Sei & p-irreduzibel. Sei C € B(X) var-klein und vy (C) > 0
(0.B.d.A. nach Satz 3.19). Sei

Ec ={n >1: die Menge C ist v,-klein, mit v, = d,vps fiir ein &, > 0}.
Definiere de = ggT{n :n € E¢}.

d = min{d¢|C € B(X),3IM : Cvy — klein und vy (C) > 0} heifit die Periode
von P.

Ist d =1, so heifst ® aperiodisch.

Gibt es eine vi-kleine Menge A mit v1(A) > 0, so heifst die Kette stark ape-
riodisch.

Der folgende Satz verdeutlicht, warum die Bezeichnung ,,aperiodisch“ in Ana-
logie zum diskreten Fall hier gewahlt wurde.

Satz 3.21 Sei ® -irreduzibel. Sei C € BY(X) eine vy -kleine Menge und
do = g9T{n : n € Ec}. Dann gibt es disjunkte Mengen Dy, ..., Dy, € B(X)
(ein do-Zyklus“), so dafl

(i) fir x € D;, P(x,D;41) =1,i=0,...,dc —1 ( mod d¢) gilt;

dc
(ii) die Menge N = (|J D;)¢ eine 1-Nullmenge ist.
i=1

Der de-Zyklus {D;} ist mazimal in dem Sinne, dafs fiir jede andere Zusammen-
stellung {d', Dy, k =1,...,d'} mit (i) und (i1) d' dc teilt; falls jedoch d' = dc,
so gilt mit Umordnung der Indizes D; = D 1-f.i..

Beweis: Theorem 5.4.4 in Meyn und Tweedie, [10].

Definition 3.22 FEine Menge A heifit rekurrent, falls E [na] = oo fir alle
x € A. A heifit gleichmdfig transient, falls es ein M < oo gibt, so dafs
E.[na] < M fir alle x € A. Kann A € B(X) mit einer endlichen Anzahl
gleichmdyfig transienter Mengen tiberdeckt werden, so heifit A transient.

Satz 3.23 Sei ® eine Y-irreduzible Markovkette mit einem Atom o € B*(X).
Ist o rekurrent, so ist jede Menge in BY(X) rekurrent.

Beweis: Theorem 8.2.1 in Meyn und Tweedie, [10].
Definition 3.24

(i) Die Kette ® heifit rekurrent, falls ® 1p-irreduzibel ist und E;[na] = oo
fiir jedes x € X und jedes A € BT(X).

(ii) Die Kette ® heifft transient, falls ® -irreduzibel und X transient ist.
Definition 3.25 FEine Menge A heifst Harris-rekurrent, wenn gilt

FEine Kette ® heifst Harris-rekurrent oder einfach Harris-Kette, wenn sie
W-irreduzibel ist und jede Menge in BT (X) Harris-rekurrent ist.
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Satz 3.26 Ist & Harris-rekurrent, so gilt P,(na = oo) = 1 fir jedes x € X
und jedes A € B (X).

Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dafl ® unendlich oft A besucht, gleich eins
nicht nur fiir einen Start in A, sondern fiir einen Start in einem beliebigen
Zustand x € X.

Dieser Satz macht auch deutlich, daff Harris-Rekurrenz stérker ist als einfache
Rekurrenz - die Zahl der Besuche auf einer Menge in B*(X) ist nicht nur im
Erwartungswert, sondern sogar fast sicher unendlich fiir einen Start in einem
beliebigen x € X.

Satz 3.27 Sei ® -irreduzibel. Gibt es eine petite Menge C € B(X), so daff
L(z,C)= 1,2 € X, so ist ® Harris-rekurrent.

Beweis: Theorem 9.1.7, Teil (ii), aus Meyn und Tweedie, [10].

Analog zum diskreten Fall sind auch hier wieder die invarianten Mafle Kandi-
daten fiir eine asymptotische Verteilung der Markovkette.

Definition 3.28

(i) Ein o-endliches Mafi m auf B(X) heifit invariant fir ®, falls gilt:

7(A) = / P(z, A) dr(z), A€ B(X). (3.3)

X

(i1) Ein o-endliches Maf p auf B(X) heifst subinvariant fir ®, falls gilt:

H(A) > / Pz, A) du(z), A c B(X).

Satz 3.29 Sei ® eine y-irreduzible Markovkette mit einem zugdnglichen Atom
a. Dann gibt es immer ein subinvariantes MafS p,, fir ®, gegeben durch

pa(A) = P, A), A€ B(X).

n=1

Lo 1St genau dann invariant, wenn ® rekurrent ist.
Beweis: Theorem 10.2.1 (i) aus Meyn und Tweedie, [10].

Satz 3.30 Ist ® rekurrent, so hat ® ein (bis auf konstante Vielfache) eindeu-
tiges subinvariantes Mafs, und dieses ist invariant.
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Beweis: Theorem 10.4.4 aus Meyn und Tweedie, [10].

Definition 3.31 Ist ® y-irreduzibel und hat ein invariantes Wahrscheinlich-
keitsmafl 7, so heifst  eine positive Kette.
Ist ® Harris-rekurrent und positiv, so ist ® eine positive Harris-Kette.

Satz 3.32 Sei ® Y-irreduzibel und sei p ein subinvariantes Maf fiir ®.
p ist endlich und ® positiv rekurrent, falls fir eine petite Menge C € Bt (X)
qilt:

sup By [1¢]| < oo.
yeC

Beweis: Theorem 10.4.10 (ii) aus Meyn und Tweedie, [10].

Sei im folgenden X ausgestattet mit einer lokal kompakten, separablen, metri-
sierbaren Topologie mit B(X) als Borelscher o-Algebra. (Dies ist z.B. erfiillt
fir X = R.)

Definition 3.33

(i) FEine Funktion h von X nach R heiffit von unten halbstetig, falls
liminf A(y) > h(x), =€ X.
y—x

(ii) Ist a eine Sample-Verteilung und gibt es einen substochastischen Kern
T, so daf fiir die Sample-Kette K, gilt

Ka(maA) ET(.Z',A), :EEX,AEB(X),

wobei T'(., A) fiir jedes A € B(X) eine von unten halbstetige Funktion
ist, so heifst T eine stetige Komponente von K,.

(111) Ist ® eine Markovkette, fir die eine Sample-Verteilung a existiert, so
daff K, eine stetige Komponente T besitzt mit T'(x, X) > 0 fiir alle z, so
heifit & eine T-Kette.

Definition 3.34 Fin Punkt v € X heifyt erreichbar, falls fir jede offene
Umgebung O € B(X) von x gilt
> P'(y,0) >0, yelX.

Nun folgen einige Definitionen und Aussagen zum asymptotischen Verhalten
der Markovkette.

Definition 3.35 Fine Markovkette ® heift nicht-evaneszent (nicht-ver-
schwindend), falls

P.({® — oo}) =0 fiir jedes x € X.
Dabei bedeutet {® — oo}, daf$ die Kette jede kompakte Menge nur endlich oft
besucht.
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Bemerkung 3.36 Da das Ereignis {® — oo} € F ist (siehe Seite 207, [10]),
ist die Nichtevaneszenz wohldefiniert.

Definition 3.37 Fine Markovkette ® heifit beschrdinkt in Wahrschein-
lichkeit, wenn es zu jedem Anfanszustand x € X und jedem € > 0 eine
kompakte Teilmenge C' C X gibt, so dafs

li]?_l)lrolf P.({®r e C}) >1—c¢.

Satz 3.38 Sei ® eine homogene Markovkette auf einem topologischen Raum
und es existiere ein erreichbarer Zustand x* € X. Ist ® eine T-Kette und eine
positive Harris-Kette, so ist ® nicht-evaneszent und beschrinkt in Wahrschein-
lichkeit.

Beweis: Theorem 18.0.2 (i) in Meyn und Tweedie, [10]

Definition 3.39 Die totale Variationsnorm ||u|| fir ein signiertes Mafs
p auf B(X) sei definiert als

= su A) — inf A).
|12 Aeg&)ﬂ() AeB(X)M()

Satz 3.40 ||.|| definiert eine Norm auf dem Vektorraum der signierten Majse.

Beweis: Offensichtlich ist die Menge der signierten Mafle ein Vektorraum iiber
R, da sie abgeschlossen ist unter Addition und skalarer Multiplikation, das
triviale Mafl p mit u(A) =0V A € B(X) und zu jedem signierten MaB} p auch
—p enthalten ist.

Seien p und v signierte Mafle auf B(X). Dann gilt

Asg&)u(fl) > (@) =0

€ = ||p|| >0—-0=0.
< = -

nf u(A) < p(@) =0

2)p=0 & u(A)=0vV AeB(X)< sup pu(A)= inf pu(A)=0
AeB(X) AeB(X)

< ||| =0, da sup wp(A),— inf wu(A) > 0nach (1).

A€B(X) AeB(X)
(3) 1. Fall: Sei @ > 0. Dann gilt
o = sup (au(A))— inf (au(A
lopll = sw (on(4) ~ inf (o)
= af su A) — inf A)) =« = |la .
(AGB(I;QM() ainf w(A)) = allull = lal {lu]

2. Fall: Sei o < 0. Dann gilt

« = sup (au(A)) — inf (au(A
lopll = sup (o(A) ~ inf (on(4)
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= sup (—|aju(A)) = inf (—|afu(A))

AeB(X) AeB(X)
= —|a| inf A)) + |la] su A)) = |« )
ol iaf (1A + ol swp (u(4)) = o] 1]

Insgesamt gilt fiir alle a € R: ||ap|| = |of ||l

@ llp+vll = sup (u(A) +v(A)) = inf (u(A)+v(A))
AEB(X) AeB(X)
< su A)+ sup v(A)— inf A)— inf v(A
AEB&)M( ) S (4) = dof w(A) = inf v(4)
= Alpll + 1]
Mit den Eigenschaften (1)-(4) ist ||.|| nach Definition eine Norm. O

Satz 3.41 Ist ® eine positive Harris-Kette mit invariantem Wahrscheinlich-
keitsmafs ™ und aperiodisch, so gilt fir jede Anfangsverteilung A

I /P"(x, JdNzx) =7 — 0, n— oo. (Ergodizitdt)

Beweis: Theorem 13.3.3 aus Meyn und Tweedie, [10].

Definition 3.42 Fine ergodische Markovkette ® heifst gleichmdfiig ergo-
disch, falls

sup ||[P"(z,.) —7*|| = 0, n— o0 (3.4)
reX

fiir das invariante Wahrscheinlichkeitsmaf 7*.
Satz 3.43 Fiir jede Markovkette ® sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) ® ist gleichmdfig ergodisch.
(i1) Es gibt einr > 1 und ein R < oo, so dafs fir alle x
[P (z,.) = m*|| < Rr™™;

d.h. die Konvergenz in (3.4) findet mit einer gleichmdfigen geometri-
schen Rate statt.

(111) Die Kette ist aperiodisch und es gibt eine petite Menge C' mit

sup E,[1c] < o0,
reX

und in diesem Fall gilt fiir jede Menge A € BY(X) sup E,[T4] < oo.
zeX

Beweis: Theorem 16.0.2, Teile (i), (ii) und (vi) in Meyn und Tweedie, [10].
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3.2 Definition der Markovkette und des
Ubergangskerns

Betrachte nun die Verallgemeinerung des untersuchten Modells auf einen steti-
gen Zustandsraum. Diese Arbeit wird sich auf die Verallgemeinerung des Falles
2.3 beschrinken, d.h. auf den Fall des multiplikativen Faktors als Zufallsvaria-
ble, wihrend das Reset auf einen konstanten Level, 0.B.d.A auf 1, stattfindet.
Gegeben sei der Zustandsraum X := R>° mit der o-Algebra B := B(R>?),
der Borelschen o-Algebra auf R>Y. Seien u,r Wahrscheinlichkeitsmafe auf
X. Definiere nun ® als Markovkette iiber das Anfangsmafl v und den unten
definierten Ubergangskern P. Nach Satz 3.2 ist ® dann wohldefiniert und ® =
{®g, Py, Do, ...} eine Markovkette mit Werten in X°°, ausgestattet mit der
Produkt-o-Algebra ) B;, B; = B fiir alle i € INy.
i=1

Definiere den Ubergangskern P fiir die Markovkette mit der Notation ? =
{4]y € A} iiber

P . XxB(X)-R
Pl A) = gh(d)+(1-aus)  YreX AeBX),

wobel §; wieder das Dirac-Mafl bezeichnen soll.

Satz 3.44 Mit der Setzung in (3.5) ist P = {P(z,A),z € X, A € B(X)} ein
Ubergangskern.

Beweis:

1. Fiir jedes A € B(X) ist P(.,A) eine nicht-negative mefibare Funktion auf

X:

Sei A € B(X) fest. Da p ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, ¢ € (0,1) und 6, (A) €

{0,1}, ist P( ., A) nicht-negativ.

Es ist u(2) = [1a(y)du(y) = [La(zy)du(y). Die Funktion (z,y) — zy ist
X x

X
als stetige Funktion B(X) ® B(X) — B(X)-mefibar; da A € B(X), ist 14(2)
B(X) — B(R)-mefibar und somit als Komposition zweier mefibarer Funktionen
f(z,y) := 14(zy) auch B(X) ® B(X) — B(R)-meBbar. Da f nicht-negativ ist,
folgt f € MT(X x X, B(X) ® B(X)).

p ist als WahrscheinlichkeitsmaB o-endlich. Mit dem Satz von Fubini (Satz
V.2.1 a) in Elstrodt, [4]) folgt die B(X) — B(R)-MeBbarkeit von z — p(4) =
[ 1a(zy)dp(y) = [ f(z,y)du(y). Da d;(A) fiir festes A konstant ist, folgt damit
X X

direkt die MeBbarkeit von P( ., A).
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2. Fiir jedes z € X ist P(x, .) ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf B(X):

] =

a) P, 0) = g61(0) + (1 — Q)u(=) = 0+ (1 — q)pu(0) = 0.

b)P(z, .) > 0,da g € (0,1), 01, > 0 als Wahrscheinlichkeitsmafe.
¢) Sei (A, )n>1 eine Folge disjunkter Mengen aus B(X). Dann gilt:

p(;c,QAn) - qél(gm”lq}“(nu;n)
51 Mt qigl(An)+(1—Q)“(Q<%)>
ras qi(glmnw(l—q)i“(%)
= 3 [+ - an(2)

Mit a) - ¢) ist P(z, .) ein Maf (Folgerung 1.3, Elstrodt, [4]).

P(z,X) = g51(X) + (1 —@u(%) =g+ (1-QuX)=q+(1-¢) =1

Somit ist P(z, .) ein Wahrscheinlichkeitsmaf.
Nach Definition ist P(.,.) mit 1. und 2. ein Ubergangskern. O

Wie sieht nun der n-Schritt-Ubergangskern aus? Eine Antwort gibt der folgen-
de Hilfssatz.

Lemma 3.45 Der n-Schritt-Ubergangskern P™ lifit sich schreiben als

Pr(e.A) = gh(4) +a) (0 —a) [ [ dute) dutedsi )

21 .. %

+ (1—q)"/.../u($21. A - 71)dp(zn_1)...du(z1), n € NN.

=1 =1

0 0
Dabei seien, wie iblich, [[ :=1 und > :=0.
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Beweis: Zunichst sind einige Voriiberlegungen zu P(z, dy) notig. Setzt man
f1z(A) == p(2) fiir festes z € X, so ist 1, (als Bildma8 einer stetigen und somit
mefbaren Funktlon) ein Maf und es gilt

[ 14wt = a8 =) = [ ta)autr) = [ Laten)duty)

T

Mit algebraischer Induktion folgt hieraus

/ F ) dualy) = / f(zy)du(y) (3.6)

fiir alle mefSbaren Funktionen f.
Beweise nun die Behauptung durch vollsténdige Induktion:
IA: n=1: P'(z, A) = P(z,A) = ¢61(A) + (1 — ¢)u(2).
IV: Sein € IN, n > 2, und sei die Aussage wahr fiir n — 1.
IS: Dann gilt

De

muﬁ)é/}wﬂww*@A)

% / ¢61(A) + qz (1—q) / /u(ﬁ)du(zl) o dp(z9)doy (1)
1_qn1/‘ /' Vdit(zn2) . .- dp(z1)]

Zn—2

[adé1(y) + (1 — @)dpa(y)]

— [qél(A)+qZ(1_q)i/,../y(%)dﬂ(%)m

. Z’L
=1 X

-.d,u(22)d51(21>]P($=X)
satt=a [ o [l A Yl du(2)d ()

n—2

>

b
>
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Dies 148t sich wie folgt interpretieren: P"(x, A) entspricht der Wahrschein-
lichkeit, in n Schritten von x nach A zu gelangen. Dabei entspricht der erste
Term der Wahrscheinlichkeit, im n-ten Schritt durch Erreichen der 1 nach A
zu gelangen. Der letzte Term entspricht der Wahrscheinlichkeit, in n Schritten
ohne Reset nach A zu gelangen. Die z; repriasentieren dabei den multiplikativen
Faktor (p aus (1.1)) im i-ten Schritt, es wird {iber die verschiedenen Méglich-
keiten integriert. Die Terme dazwischen entsprechen der Wahrscheinlichkeit,
in 1 <i <n —1 Schritten ohne Reset von der 1 aus A zu erreichen, nachdem
vorher ein Reset stattgefunden hat.

3.3 Grundlegende Eigenschaften der Markovkette

3.3.1 Irreduzibilitat

Satz 3.46 Die Markovkette ® ist p-irreduzibel, wober

@(A):él(A):{ (1): 1;? fir A € B(X).

Beweis: Nach Lemma 3.5 ist ¢ ein Mafl. Es gilt:

©(A) > 0 fiir ein A € B(X)

¢(A) =1=1¢ Aund mit z € X beliebig:

L(xz,A) =P,(14 < 0) = P,(min{n >1: P, € A} < 0)

> P, (P € A) > Py (P =1) = P(x,{1}) > ¢01({1}) =¢ >0

Somit gilt L(xz, A) > 0V 2 € X, wann immer p(A) > 0 fiir ein A € B(X).
Also ist @ ist p-irreduzibel. O

oy

Folgerung 3.47 Es eistiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf v auf B(R>?), so
dafs gilt:
(1) ® ist PY-irreduzibel
(2) Fiir jedes andere Maf$ ' ist die Markovkette ® genau dann ¢'-irreduzibel,
wenn P = ¢,
d.h. Y(A) =0 = p(A) = 0. [Mazimalitit von 1).]
(3) Gilt (A) =0, so auch Yv({y : L(y,A) > 0}) =0
(4) Das Wahrscheinlichkeitsmaf$ 1 ist dquivalent zu

W)= [ Koy (0:4) o) (3.7
X
fiir jedes endliche Irreduzibilitits-Mafl ', wobei

Ko, (z,A)=> Pz, A)2"" 2 e X, AeB(X). (3.8)
2
n=0
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Beweis: Satz 3.12. O

® ist also y-irreduzibel, wobei ¥ das maximale Irreduzibilitdtsmafl bezeichnet.

3.3.2 Zugingliches Atom und kleine Menge
Satz 3.48 {1} € B(X) ist gleichmdfig zugdinglich von ganz X.
Beweis:

L(xz,{1}) = Pu(tpy <o00)=P,(min{n >1:®, € {1}} < o0)
> Py (P1=1)>¢>0 VzelX.

Da ¢ > 0 und in)f( L(z,{1}) > q, ist {1} gleichméBig zuginglich von ganz X.
e
U

Satz 3.49 {1} ist ein zugdingliches Atom fiir ®.

Beweis: {1} € B(X) ist ein Atom fiir ®, da v(A) :== P(1,A)V A € B(X) ein
Maf definiert.
Es gilt

v /ZP" y (1)2°0H dg(y) L7 ST P {12 Y

n=0
1
> PL{1})27 > q51({1}) =74>0
=¢({1}) > 0,da¢) unde aqulvalent Slnd.
Da @ 1)-irreduzibel und ¥ ({1}) > 0 ist, ist {1} ein zugéngliches Atom. O

Da {1} ein Atom ist, ist es insbesondere auch eine kleine Menge wegen des
folgenden Satzes:

Satz 3.50 Ist C' ein Atom, so ist C' insbesondere eine vy -kleine Menge.
Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus der Definition mit m = 1 und v,,, = v.
v ist nicht-trivial, da P(z,.) fiir jedes x ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf B ist
und somit v(X) = P(x,X)=1Vx e C. O
Folgerung 3.51 {1} ist eine vi-kleine Menge und vs, -petit fiir ®.

Beweis: {1} ist eine kleine Menge nach Satz 3.50 und nach Satz 3.18 petit.
U
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3.3.3 Starke Aperiodizitat
Satz 3.52 Die Markovkette ® ist stark aperiodisch.

Beweis: Setze C' := {1}. Nach Satz 3.46 ist ® ¢-irreduzibel. Nach Satz 3.49
und Lemma 3.50 ist C ein Atom und insbesondere eine vi-kleine Menge.

Zusitzlich ist v, (C) = P(1,{1}) = ¢01({1}) + (1 — @u({1}) > ¢6:({1}) =
q>0.Esgilt 1 € Ec ={n >1:C ist y,-klein, mit v,=0,v fiir ein 6, > 0}.
Somit ist de = ggT{n : n € E¢} = 1. Damit ist auch d = 1. Somit ist ¢
aperiodisch, wegen 14 (C') > 0 sogar stark aperiodisch. O

3.3.4 Rekurrenz und Harris-Rekurrenz
Fiir die folgenden Aussagen werden zunéchst einige Abschéitzungen bendotigt.

Lemma 3.53 FEs gilt:

(a) P*(x,{1}) > q fir allen € N, z € X.

(b)) Pp(®; #1,1<j<n)<(1—g¢q)" firallene N, z € X.
(c) Pu(Pr, #1,VneN)=0, z € X.

Beweis: von (a) durch vollstédndige Induktion:

IA: n = 1: Pz, {1}) = ¢6:({1}) + (1 — 9)u(}) > ¢6:1({1}) = ¢
IV: Sein € N,n > 2, und die Aussage sei erfiillt fiir n — 1.
IS: Dann gilt:

Pr(w A13) = [ Ple dy) Py, {1}) ) > J Pledy)a =Pz, X) =g,
da P(z,.) Wahrschemhchkeltsmaﬁ ist nach Satz 3.44.

von (b) durch vollstédndige Induktion:

TA: nel: Py(@, £1,1 < <1) = Po(@ £1) = 1— Pz, {1}) ©1—¢

IV: Sein € IN,n > 2, und die Aussage sei erfiillt fiir n — 1.

IS: Nach Teil (a) ist P(z,{1}) > ¢ fiir alle z € X, also P(x, {1}¢) <1 — ¢ fiir
alle z € X.

Dann gilt:

(3.1)

i / / Pl dys) .. Py 2 dyn 1) Py 1, {13°)
ne{1}¢  yn-1€{1}¢

< / / P(z,dyy) ... P(Yn—o,dyn—1)(1 — q)

yne{1}¢  yn_1€{1}¢

=(1—gq) . P(z,dy1) ... P(yn_2, {1}%)
[

{1} yn2e{1}¢
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= (1 = q)P(P, 7&11<]<n—1) (1_q)(1_q)n—1
(g

von (c): Fiir alle k € IN gilt:

P.(®, #1,Vn e N) <P (D, # 1, 1<n<k:)2(1—q)k
Aus (1 — ¢)¥ — oo, k — oo, folgt die Behauptung. O
Untersuche nun zunéchst die Rekurrenz von C' = {1}.

Satz 3.54 C = {1} ist rekurrent.

Beweis:
Eulnc] = Zm =S R, = 1)) = 3P, = 1))
n=1 n=1
= ZP”(m,{l} 35§a iq— oo V xelX,
n=1 n=1
also insbesondere V z € C. O

Dies 148t auf die Rekurrenz von ganz B*(X) schlieen.
Satz 3.55 Jede Menge in BT (X) = {A € B(X) : ¢(A) > 0} ist rekurrent.

Beweis: Nach Folgerung 3.47 ist & ¢-irreduzibel. Nach Satz 3.49 ist C' ein
Atom fiir ® mit C' € B*(X) und nach Satz 3.54 ist C' rekurrent. Mit Satz 3.23
folgt: jede Menge in B*(X) ist rekurrent. O

Um diese Aussage zur Rekurrenz anschaulicher zu machen, folgt eine Charak-
terisierung von B*(X).

Satz 3.56 FEsist BT (X) ={A € B(X) : es gibt einn € Ny mit P"(1,A) > 0}.
Beweis: Nach Definition ist BY(X) = {4 € B(X) : ¥(A4) > 0}. Da jedoch

nach (3.7) ¢ und ¢’ dquivalent sind, folgt BT (X) = {A € B(X) : ¢/(A) > 0}.
Nach (3.7) und (3.8) ist

W(4) = /Km v, A) do(y /ZP”yA ) g5, ()

_ ZPn<1’A)2_(n+1)

n=0
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Damit folgt: ¢/(A) > 0 < es gibt ein n € Ny mit P™(1, A) > 0.

0
Somit besagt Satz 3.55, dafl alle Zustdnde, die von der 1 aus mit positiver
Wahrscheinlichkeit in einer endlichen Zahl von Schritten erreicht werden, re-
kurrent sind, im Erwartungswert also von der Markovkette oo-oft besucht wer-
den. Dies macht Sinn, da die 1 der ausgezeichnete Zustand ist, zu dem die Kette
in jedem Schritt mit positiver Wahrscheinlichkeit zuriickkehrt.

Beispiel 3.57 Jede Menge A € B(X) mit 1 € A ist rekurrent, da dann
P(1,A) = ¢o1(A) + (1 — q)u(A) = ¢ > 0 gilt.

Auch jede Menge mit p(A) > 0 ist rekurrent, da

P(L,A) = g0 (A) + (1 — g)u(A) = (1 — g)u(A) > 0.

Mit dieser Charakterisierung 148t sich auch die Rekurrenz der Markovkette
zeigen, die ja E;[na] = 0oV A € BT(X) nicht nur fiir alle z € A (wie in Satz
3.55 gezeigt), sondern auch fiir alle x € X voraussetzt.

Satz 3.58 & st rekurrent.

Beweis: Sei A € BT(X). Dann gibt es nach Satz 3.56 ein N € Ny mit
PN(1,A) > 0. Sei z € X beliebig. Dann gilt fiir alle n > N + 1

Pa,A) Y / PPN, dy) PV (y, A) > / PP (e, dy) PN (y, A)
X {1}
3.53(a)
= PN, {1)PN(1,4) > ¢PN(1,A)>0

[e.9]

= Eona] = ) _Po({®n€A}) =) Pz, A)> > qPY(1,4) = o0
n=1 n=1 n=N+1

Der folgende Satz zeigt die stiarkere Harris-Rekurrenz fiir ®.

Satz 3.59 ® ist Harris-rekurrent.

Beweis: Nach Folgerung 3.51 ist C' = {1} € B(X) petit. Sei nun z € X. Dann
gilt
L(z,{1}) = P.(7¢c < 0) = P,(® nimmt jemals den Wert 1 an)

= 1P (B, £1VneN) "2,

Da & t-irreduzibel ist, folgt mit Satz 3.27: ® ist Harris-rekurrent. U
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3.3.5 Positive Harris-Kette und invariantes Mal3

Die folgende Abschétzung wird fiir den anschlieSenden Satz benotigt.
Lemma 3.60 FEs gilt fiir jedes v € X: E,|[1c] < q% < 00.

Beweis: Sei x € X beliebig. Dann ist

E.[7c] = E;min{n>1:®,=1} = Zan(CI)n =10, #1,1<j<n)
n=1
° 3.53(b

IN

) oo
D nPu(®;#£L1<j<n) < Y n(l-g"
n=1

m=0 j=m m=0 j=0
m=0 q q qm:() q2

Satz 3.61 ® ist eine positive Harris-Kette.

Beweis: Nach Folgerung 3.47 ist ® t-irreduzibel, nach Satz 3.49 ist {1} ein
zugédngliches Atom fiir ®. Da ® nach Satz 3.58 zusatzlich rekurrent ist, folgt

mit Satz 3.29: Es gibt ein invariantes Mafl 7 fiir ®, und dieses ist gegeben
durch

T(A) = S P LA =S Pi(d, € A&, A1V1<j<n), AcBX).

n=1 n=1
7 ist nach Satz 3.30 eindeutig bis auf konstante Vielfache. Nach Satz 3.32 ist

7 zusétzlich endlich, da C' = {1} € B*(X) petit ist und nach Lemma 3.60
w(A)
m(X)

insbesondere gilt: sup E,[r¢] < q% < oo. Damit definiert 7*(A) := ein

zeC
invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl 7* fiir ®, und dieses ist eindeutig.

Da & w-irreduzibel ist und ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl 7* zuléft,
ist ® nach Definition eine positive Kette. Da ® nach Satz 3.59 aulerdem Harris-
rekurrent ist, ist ® nach Definition eine positive Harris-Kette. O

Folgerung 3.62 FEs gibt ein (bis auf konstante Vielfache) eindeutiges und
endliches invariantes MafS w fiir ®, und dieses ist gegeben durch

r(A) = illpn(l,,q) _ ilpl(cpn €AD, £AIV1<j<n), AcBX)

Es gibt ein eindeutiges invariantes Wahrscheinlichkeitsmafs  fiir ®, und die-
ses ist gegeben durch w*(A) = W((;)) V AeB(X).

™
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3.3.6 T-Kette und topologische Gutartigkeit
Satz 3.63 ® ist eine T-Kette.

Beweis: Setze a = §;, wobei §; wieder das Dirac-Maf} fiir den Wert 1 be-
zeichne. Dann ist a ein Wahrscheinlichkeitsmafi aut Ny und die zugehori-
ge Sample-Kette &, wird bestimmt durch den Ubergangskern K,(z,A) =

> P"(xz,A)a(n) = P(x, A), also ¢, = .
n=0
Setze nun T'(x, A) := ¢6;(A) fiir alle x € X, A € B(X). Dann gilt

Kulw.A) = Pla.A) =g (A) + (1 — g’
= T(z,A), zeX AcB(X).

AuBlerdem ist T'(., A) von unten halbstetig, da konstant, fiir jedes A € B(X);
T(x,X)=qh(X)=q>0V z€ X,dage (0,1)und 1 € X; und T ist ein
substochastischer Kern:

(i) fiir jedes A € B(X) ist T'( ., A) eine nicht-negative mefibare Funktion auf
X:

T(x,A) =qh(A)>0VeeX, AecB(X), dagqge (0,1). AuBerdem ist fiir
ein festes A € B(X) T(., A) meBbar, da konstant.

(ii) Fiir jedes z € X ist T'(z, . ) = ¢d; ein Mafl auf B(X), da §; ein Ma$ ist.
(i) T(x, X) =q¢0(X)=¢<1V z € X.

Nach Definition ist somit ® eine T-Kette mit stetiger Komponente T von
K,=P. U

A ) = 461 (A)
A

Eine Hilfsaussage:
Lemma 3.64 z* =1 ist ein erreichbarer Zustand.

Beweis: Sei O € B(X) eine offene Menge mit 2 € O und y € X beliebig.
Dann gilt Y P"(y,0) > P(y,0) > ¢6:(0) =¢>0,da 1 € O. O

Satz 3.65 @ ist nicht-evaneszent (nicht-verschwindend) und beschrdnkt in

Wahrscheinlichkeit.

Beweis: ¢ ist eine T-Kette nach Satz 3.63 und eine positive Harris-Kette nach
Satz 3.61. Zusétzlich ist z* = 1 ein erreichbarer Zustand nach Lemma 3.64.
Die Behauptung folgt mit Satz 3.38. O

Die Eigenschaften der Kette - eine gewisse Art von Stetigkeit des Ubergangs-
kerns, die positive Harris-Rekurrenz und die Erreichbarkeit des ausgezeichne-
ten Zustandes 1 - garantieren also eine topologische Gutartigkeit von ®: die
Kette hélt sich ,,im wesentlichen® in kompakten Mengen auf. Mit Wahrschein-
lichkeit Null verlait sie alle kompakten Mengen nach endlich vielen Besuchen
und es lassen sich stets kompakte Mengen finden, so dafl die Wahrscheinlichkeit
des Aufenthaltes darin beliebig nahe an die Eins heranreicht.
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3.4 Ergodizitit und Konvergenz

Satz 3.66 Fir jede Anfangsverteilung A\ gilt
lim || [ P*(z,.) d\(z) — 7*[| =0

fiir das eindeutige invariante Wahrscheinlichkeitsmafs m*.

Beweis: Nach Folgerung 3.62 ist 7* eindeutig. Da ® eine positive Harris-Kette
und aperiodisch ist, folgt die Behauptung mit Satz 3.41. 0

Dieses Ergebnis ist vergleichbar mit dem aus dem diskreten Fall bekannten
- die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten konvergieren unabhingig von
der Anfangsverteilung gegen ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl 7*. Dabei
beziehen sich im stetigen Fall die Wahrscheinlichkeiten im allgemeinen nicht
auf einzelne Zustidnde, sondern auf Mengen. Satz 3.66 liefert allerdings auch
eine GleichméBigkeit der Konvergenz in A, wo in Kapitel 2 nur punktweise
Konvergenz gezeigt wurde. Der folgende Satz liefert eine GleichmafBigkeit der
Konvergenz zusétzlich in z.

Interpretieren 1483t sich dies als - vom Anfangszustand oder der Anfangsvertei-
lung unabhéngiges - Einpendeln eines Systems in seinen stabilen (invarianten)
Zustand im Unendlichen.

Satz 3.67 ® ist gleichmdfig ergodisch, d.h.
sup |[|P™*(z,.) — || = 0, n — oc.
zeX

Beweis: ® ist aperiodisch nach Satz 3.52 und C' = {1} ist petit nach Folgerung

3.51. Nach Lemma 3.60 ist sup E,[rc] < 5 < 00, da ¢ € (0,1). Mit Satz 3.43
zeX

(i) und (iii) folgt: @ ist gleichméBig ergodisch und fiir jede Menge A € BT (X)
gilt: sup E,[14] < 0. O
zeX

Folgerung 3.68 Fliir jede Menge A € BT (X) gilt: sup E,[T4] < oc.
zeX

Nach der Charakterisierung in Satz 3.56 bedeutet dies also, da} alle Mengen
A, die von der 1 aus mit positiver Wahrscheinlichkeit in endlicher Zeit erreicht
werden, auch einen gleichméflig beschrankten endlichen Erwartungswert der
ersten Besuchszeit von jedem Startpunkt aus haben.

Folgerung 3.69 Die Konvergenz in Satz 3.67 findet mit gleichmdfSiger geo-
metrischer Rate statt, d.h. es gibt ein r > 1 und ein R < oo, so daf$ fiir alle
x e X gilt:

|P"(x,.) —7*|| < Rr—".
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Beweis: Satz 3.43, Teile (i) und (ii). O

Die stérkere gleichméfige Konvergenz impliziert natiirlich auch die schwéchere
»punktweise“ Konvergenz fiir jedes x € X und A € B(X):

Folgerung 3.70 Fir alle x € X und A € B(X) gilt
lim |P"(z,A) — 7*(A)| = 0.

Beweis: Nach Satz 3.40 gilt sup (P"(z,A) —7*(A)) >0,
A€B(X)

— inf (P™(x,A) —71*(A)) > 0, also fiir jedes x € X, A € B(X)
AEB(X)

[P (x, A) — 7" (A)]
sup (P"(x, A) —7*(A)) + sup (7°(A) — P"(x, A))

AEB(X) AEB(X)

sup ||P"(z,.) —7*|| = 0, n — oo, nach Satz 3.67.

zeX

IN

IA

O
Wie sieht nun aber die invariante Verteilung 7* aus? Nach Lemma 3.45 ist
Pz, A) = qb(A)+ qZ 1) / / () duz2)d ()
+ (1—q)”/.../u( Ydp(zn-1) - .. dp(z1), n € NN.
T2y et Zpoq
X X
Gilt also

lim |[P"(z,A) —7"(A)| =0 firalle x € X, A € B(X),

n—oo

so legt dies die Vermutung nahe, dafl

7 (A) = q01(A) + qz 1—4q) / /M(%)du(zl) oo dp(z9)doy (1),

X
da (1 —¢)™ "= 0 wegen ¢ € (0,1). Tatséchlich gilt

Satz 3.71 Das eindeutig bestimmte invariante Wahrscheinlichkeitsmaf fiir ®
15t

T (A) = g1 (A ‘HIZ 1—-gq) / /N(ﬁ)dﬂ(zi)‘-'dﬂ<22)d61<21)'

X
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Beweis: Benutze die Notation pu, analog zu Satz 3.45
1. 7* ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl

Offensichtlich ist 7* ein Ma8, da d; und g Mafle sind. Ferner ist

P = a0 030~ O K5 )
= q[1+Z(1—q Zl—q =1,
da % XVyeX.
2. * ist invariant fiir ®
/ Pz, A)dr(x)
/ g0, (A) + (1 — q)u(g)}
ad8i(o) + 430 =) [ [ @) d(az) 5 2]
g (00 + 41— ) [ nE) (o)

A
[l dut) - dn(ea)ds )
1 «.. "%
1=2 X
R S e O e LGN EN e
- 21 «.. "%
=1 X X
3. m* ist nach Folgerung 3.62 eindeutig

O
3.5 Ein Vergleich mit additiven Modellen

Bevor in den nédchsten Abschnitten konkrete Markovketten mit speziellen Wahr-
scheinlichkeitsmaflen p behandelt werden, befaft sich dieser Abschnitt mit ei-
nem Vergleich des bisher behandelten Modells mit dem Random Walk bzw
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dem Random Walk on a Half Line. Ein Zusammenhang scheint auf der Hand
zu liegen - wiahrend das hier behandelte Modell multiplikative Prozesse, al-
so Markovketten der Form ®,, = ®,,_; 7, mit identisch und gleich verteilten
(i.i.d.) Zuvallsvariablen Z,, beschreibt, beschreibt der Random Walk additive
Prozesse, also Markovketten der Form &, = &, ; + W,, mit i.i.d. Zuvallsva-
riablen W,,. Eine logarithmische bzw. exponentielle Transformation liegt nahe.
Der zusitzliche Effekt der , Riickschlagereignisse®, die sich als Reset auf die 1
ausdriicken, konnte eventuell mit dem speziellen Random Walk on a Half Line
korrespondieren, der ebenfalls einen ausgezeichneten Punkt - die 0 - hat, und
fiir diesen Punkt positive und besonders hohe Ubergangwahrscheinlichkeiten
P(z,{0}) aufweist.

Im folgenden wird deshalb zunéchst das Modell des Random Walks sowie das-
jenige des Random Walks on a Half Line vorgestellt, um danach aufzuzeigen,
warum sich trotz einiger Analogien keine direkte Korrespondenz zwischen die-
sen Modellen und dem untersuchten Modell herstellen 1&8t.

Die folgenden Definitionen finden sich in &hnlicher Form in Meyn und Tweedy,
[10], in den Abschnitten 3.3.2 und 3.5.1.

Definition 3.72 Seien W,,, n € N, w.i.d. Zufallsvariablen. Die Verteilung je-
des W, werde beschrieben durch das Wahrscheinlichkeitsmafi I' auf R, also
[(A)=P(W, e A)VAec B(R),Vnel.

Definiere die Markovkette ® iber ®,, = ®,,_1 + W,,. Dies ergibt als Ubergangs-
kern

= I'(A—ux),

wobet A — x analog zu f punktweise definiert ist.
Dann heifit die Markovkette ® Random Walk.

Bemerkung 3.73 Der Beweis, dafi es sich bei den angegebenen Ubergangs-
kernen des Random Walks sowie des Random Walk on a Half Line (siehe
nichste Definition) tatsichlich um Ubergangskerne handelt, liuft analog zum
Beweis von Satz 3.44. Die Markovketten sind somit wohldefiniert.

Der einfache Random Walk ist unabhéngig von I" niemals positiv rekurrent, wie
Meyn und Tweedie in Theorem 10.5.1, [10], zeigen. Da das Lebesgue-Maf} auf
R invariant ist fiir den Random Walk, gibt es kein endliches invariantes Ma#f.
Das Ergebnis 148t sich so interpretieren, daf sich die Markovkette asymptotisch
mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf ganz R befinden kann. Dieses Ergebnis
ist nicht sehr informativ, und so betrachtet man haufig auch Random Walks
mit zusétzlichen Mechanismen an einem Rand (oder mehreren Réndern). Ein
solcher Random Walk ist der Random Walk on a Half Line aus der néchsten
Definition, der die Markovkette sozusagen wieder auf 0 ,,setzt“, sollte sie einmal
in den negativen Werten , landen®.
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Definition 3.74 Seien W,,, n € IN, i.i.d. Zufallsvariablen und die Verteilung
jedes W,, werde beschrieben durch das Wahrscheinlichkeitsmafs T' auf R, also
['A)=P(W,, ¢ A)V A€ B(R),Vn € IN.

Definiere die Markovkette ® iber ®, = [®,,_1 + W, |7,

wobei [x]T = {g: i i 8 .

Dies ergibt als Ubergangskern fir A C (0,00), A € B(R)

P(a, A) = P(® + W, € Ajdy = 2) = P(Wy € A — z) = T(A — ) (3.9)
und fir A = {0}

P(z,{0}) =P(®o+ W7 < 0|y =2) =P(W; < —x) =T'(—00, —x]. (3.10)

Dann heifst die Markovkette & Random Walk on a Half Line (Random
Walk auf der halben - nicht-negativen - reellen Achse).

Satz 3.75 Ist ® die Markovkette aus Abschnitt 3.2, so gibt es keinen Random
Walk on a Half Line @', so daff ® = exp(P’), also @, = exp(P/,),n € Ny.

Beweis: Widerspruchsbeweis: Angenommen, es gébe einen Random Walk on
a Half Line ® mit ® = exp(®'). Es folgt sofort fiir den Ubergangskern P’
von @', daB P'(z, A) = P(exp(z),exp(A)) V = € (—00,00), A € B((0,00)),
wobei exp(A) = {exp(y)|y € A}. Es seien W,, die zu ®" gehorigen i.i.d. Zu-
fallsvariablen mit Verteilung I" auf R. Setzte p/ := I' o In auf (0,00). Da die
Exponentialfunktion auf R stetig und somit mef3bar ist, ist nach Satz 7.5 aus
Bauer, [2], das Bildma$ y/ =T o (exp)~! wohldefiniert.

Nach den Eigenschaften eines Random Walks on a Half Line folgt

Plexp(z),exp(A)) = P'(w,4) 2 (A = 2) =/ (exp(A - 2)) = 4

fiir alle A C (0,00) < exp(A) C (1, 00)

exp(A)
eXI;)(x) >

und
(3.10

Plexp(z),{1}) = P'(x,{0}) “2” I'(—o0, —a] = /'(exp((—o00, —z]))
= M/((Oam])

jeweils fir alle x € [0, 00).
Somit ergibt sich mit dem Modell aus Abschnitt 3.2

Py B) = p(5) = (1= q)u(§) ¥ B € B((1,00)), ¥y € [L,00) und
!
Py, {1}) = /(0. ;) = ¢+ (1 —u{,;}) Yy € [1,00).
Daraus folgt 1/(A,) > ¢ fir alle n € N, A,, := (0, %H] Da p/ ein MaB und
somit stetig von oben ist, und A, | 0, folgt p/(0) > ¢ im Widerspruch zu

p'(0) = 0 als Wahrscheinlichkeitsmaf}. Die Annahme ist also falsch und es
folgt: Es gibt keinen Random Walk on a Half Line @', so dal & = exp(®’). O
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Bemerkung 3.76 Der Unterschied zwischen einem Random Walk on a Half
Line und einer multiplikativen Markovkette mit Riickschlagereignissen - aufler
der logarithmischen/exponentiellen Transformation - laft sich auch wie folgt
verdeutlichen:

Fiir einen Random Walk on a Half Line @ gilt @/, = [®/,_, + W,]", W, i.i.d.
auf (—00,00). Somit hingt die Wahrscheinlichkeit fir @, auf 0 ,gesetzt zu
werden® - also die Wahrscheinlichkeit fir ®/,_, + W, <0 - von ®/_, ab und
ist grofler, je kleiner ®! _, ist.

Fiir eine multiplikative Markovkette mit Rickschlagereignissen ® hingegen gilt

_ [ ®.1Z,, mit Wahrscheinlichkeit (1 — q) .
= 1, mit Wahrscheinlichkeit q » Zn t1.d. auf (0,00).

Somit hingt hier die Wahrscheinlichkeit, auf 1 ,gesetzt zu werden“ nicht von
®,,_1 ab, sondern ist immer konstant = q.
Hierin liegt der wesentliche Unterschied zwischen den beiden Modellen. Ein
Random Walk on a Half Line Modell wiirde exponentiell transformiert einem
multiplikativen Modell mit Riickschligen entsprechen, bei dem Riickschlige
wahrscheinlicher bei kleinen ,Populationen® - kleinen Werten der Markov-
kette - sind. Da jedoch weder wichtige neue Ergebnisse, z.B. beziiglich eines
asymptotischen invarianten Wahrscheinlichkeitsmafes, fiir den Random Walk
on a Half Line vorliegen, noch eine solche spezielle Struktur der Riickschlags-
wahrscheinlichkeiten in diesem Modell sinnvoll erscheint, wird dieser Zusam-
menhang im folgenden nicht weiter untersucht.
Das betrachtete Modell wiirde logarithmisch transformiert einem Modell

, o+ W, mit Wahrscheinlichkeit (1 — g .
P = { 0 1 mit Wahrscheinlichkeit((] ) » W diid auf R
entsprechen - ein solches Modell scheint jedoch in der Literatur (z.B. in Meyn
und Tweedie, [10], Karlin, [6], und Karlin and Taylor, [7], oder Durett, [3])
bisher nicht bekannt.

In den néchsten zwei Abschnitten werden konkrete Modelle mit zwei verschie-
denen Verteilungen p untersucht. Dabei stellt die Gleichverteilung auf einem
Intervall [a,b], 1 < a < b oder a < b < 1, ein Beispiel fiir eine Verteilung mit
begrenztem Tréger dar, wihrend die Exponentialverteilung ein Beispiel fiir
eine Verteilung mit unbegrenztem Trager ist. Wie sich herausstellt, ergeben
beide Félle eigene Schwierigkeiten fiir die Losung der Invarianzgleichung (3.3),
die sich anders als durch Abschétzungen nicht so einfach umgehen lassen.
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3.6 Gleichverteilung fiir den Ubergangskern

Sei wieder X = R>°. Seien a,b € R>? und pu die Gleichverteilung auf dem
Intervall [a, b], also

plA) =

A

L, y(y)dy VA€ B(X).

Sei nun @ < b < 1 oder 1 < a < b. Zur einfacheren Schreibweise betrachte
1 < a < b, der andere Fall ist spiegelbildlich. Dies entspricht einem Wachstum
zwischen den Resetereignissen.

Definiere den zu ® gehorigen Ubergangskern als

A

P(z,A) = q51(A)+(1—Q)M(;)

1
_ q51(A)+<1—q>m/1[a,b}(y>dy Ve X, AcBX).

EES

Dies entspricht also dem Fall eines Resets auf 1 und eines multiplikativen
Faktors mit Gleichverteilung im Intervall [a, b].

Interessant ist nun das asymptotische Verhalten der durch P definierten Mar-
kovkette ®.

Satz 3.77 Fiir das eindeutig bestimmte invariante Wahrscheinlichkeitsmafs m*
fiir ® gilt

1. 7((0,1)) =0,

2w ({1} =g
3. (b, a"h) =0, n € Ny, fallsb™ < a"™ (zwischen zwei Intervallen),
4 ﬂ*([a", b"]) > q(1 —q)", n € N, und

7 ([a",b"]) = q(1 — q)" fiir allen € N mit b" < a"** (disjunktes Intervall).

Beweis: 7* ist eindeutig nach Folgerung 3.62.
1. Ist 2 > 1, so gilt £ <1 < a und somit ist [a,b] N (0, %) = 0 (x). Damit folgt

((0.1) = /P(x, (0,1))dr* ()

X

= a0 [t avis @
X X

() 1

< -0 [ e @)
(0,1) X
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= (1—q)7*((0,1)) = 7°((0,1)) =0, dag € (0, 1).

2. Da 7* invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf ist, gilt

({1} = [ P {1})dr"(z)

/
— [ (amap) + ¢
/

1hb dy dW ()

3. Beweis durch vollstindige Induktion. Beachte dabei, daf fiir alle n € IN mit
b < a™! wegen % < é auch b"~! < @™ gilt. Es ist also sinnvoll, 3. und den

zweiten Teil von 4. durch vollstdndige Induktion zu zeigen.
[A:n=0:

™((1,a)) = /P(x,(l,a))dﬂ*(x)

. 1 ar oy L
< w(OW+ [ -0y [T 0didr @ 20
X

[1,00)

da 2 < a fiir alle z € [1, 00).
IV: Sei n € N, b" < ™!, und die Aussage wahr fiir n — 1.
IS: Da 7* invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf ist, gilt

(" am) = / P(a, (8, a™))dr*(x)

X
1 x
= /1—q _a/]l[a’b]ﬂ(?%ﬂ)(y)dydﬂ (x).
X X

Nun gilt
7 an+1 .
]l[a7b]m(%,a";1)(y)>0‘:>a§y§bund;<y< =0 <r<a
= 7 ((b",a") = (1-q)7— ! 1 n gnt1 (y)dydr* (x)
’ b—a ) lebnCE o)
(bn—17an) X
1 *
< (1= a)p— [ Lau(y)dydr(z)
(bnflyan) X
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= (1—g)m ("1 a) 2o,

Mit vollstéandiger Induktion folgt die Behauptung.

4. Beweis durch vollstandige Induktion.

IA: n =1:
w(at) = [P fab)in @
= [0 [t y@idvir @)
> [-a5 [ teadudr @) == (1)1~ ) 2 oL - ).
1} X

Betrachte nun den Fall aller a,b € (1,00) mit a < b < a?. Dann ist wegen
7 =0 auf (0,1)

w(ab) - / -5 / Losiie 4 (0)dudr*(2)

_ / / / =L Lt L.

{1} (1,a) [a,00)

= ¢(1 — gq) nach obiger Rechnung.
< L 0= 05z [ Ten()dyir (@) = ™((1,a)(1 ) 2 0.

(1,a)
Ig—O,dafueraausagySbund%Syé%soforthxyZaxZaz
folgen wiirde, im Widerspruch zu b < a?, also ]l[a’b]m[%%](y) =0 fir z > a.
Insgesamt folgt 7*([a, b]) = ¢(1 — q).

IV: Sein € N, n > 2, und die Behauptung wahr fiir n — 1.
IS: Da 7* invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf ist, gilt

(b)) = / P(z, [a",b"))dr* ()

X
1
= /(1—Q)m/ﬂ[ab]m[a" vy (y)dydm™ ()
X X
1 )
> / (1 —Q)b_a/l[a,b}m[f,bﬁ(y)dydﬂ (z)
[an—1,bn—1] X
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- / (1 —q)ﬁ / Loy (y)dydr™ ()

[an717bn71] X

= Q=@ ) S gl — o)

Fiir alle a,b € (1,00) mit a™ < b" < "™ (und somit auch v"~! < a", s.0.) gilt

e = [0 [ @dyie @)

X X
S R e e
[17bn—2] (bn—27an—l) [an—17bn—1] (bn—lﬂn) [anpo)

= Lh+L+13+ 14+ I

Dabei ist Iy wohldefiniert wegen 0"~ ! < a™. Firn=21ist [ = [.

-2 {1
Es ist
I, = 0, denn fiir z < b2 folgt aus a < y < b und a” < 2y < b" sofort "™t <
ary < ab"?b <" im Widerspruch zu b" < a"*', also 1y, yran wny(y) = 0 fiir
T S bn—?) s
LS ] (- i) = (0 g (e 2o,

bn—2.aqn—

1 :(0 analog) zu Io,
Is = 0, denn fiir x > a" folgt aus a < y < b und a” < zy < b" sofort
b > xy > a™y > o™ im Widerspruch zu b < o™, also ]l[a’b]m[%’%](y) =0
fir z > a”™.

oot ([a" b)) = / (1—q)bi / 1 e o, (9)dydn™(z)  (311)

[an—1, bn—1] X
= (- ([a" 0" ") = q(1 - q)
Mit vollstiandiger Induktion folgt insgesamt die Behauptung. U

Bemerkung 3.78 Dies ist also eine natiirliche Erweiterung des diskreten Fal-
les 2.2. Nur verteilt sich hier die ,Masse“ der asymptotischen Verteilung nicht
auf den Punkten 1,u, %, ..., sondern entsprechend auf den Intervallen [1,1],
[a,b], [a® V], ..., solange diese disjunkt sind. Die zu verteilende Masse (je-
weils g(1—q)™, n € Ny) bleibt jedoch gleich. Man konnte also Abschnitt 2.2 als
Spezialfall dieses Abschnittes ansehen mit p = a = b, d.h. entarteter ,Gleich-
verteilung“ (Dirac-Maf) auf dem Intervall [, p].

Zusdatzlich gibt es hier jedoch den Effekt, dafS sich fiir geniigend grofse n die In-
tervalle diberlappen. (0" < a"™! & (%)n < a fir alle n € IN kann wegen g > 1
nicht gelten.) In diesem Fall kann offensichtlich das Wahrscheinlichkeitsmaf
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7 des Intervalles [a",b"] grifer sein. Ob sich jedoch 7* in diesen Fdllen im
Uberlappungsbereich einfach ,aufaddiert®, oder noch zusdtzliche Effekte hinzu-
kommen, lifst sich aus Satz 3.77 nicht erkennen.

Immerhin laft sich vermuten, daff das Mafl eines Intervalls [a™, b"] zumindest
nicht gréfler wird als die Summe der Mafe aller Intervalle [a?, V], die sich
mit diesem Intervall iiberschneiden, es tm disjunkten Fall wdre. Dies belegt der
ndchste Satz.

Satz 3.79 Fiir das eindeutig bestimmte invariante Wahrscheinlichkeitsmafs m*
fiir ® gilt fir alle n € Ng

1. ([1,0"]) >Z (1—gq) =1—(1—q)",

2. ([a", o)) > Zq(l —q) =(1-q",
ElogabJ

3. w(lam )< Y all—q) =(L—gq)reel — (1 g)lries T

j=[nlogy a]
Beweis: 1. Beweis durch vollstandige Induktion
1A = 0: 7 ((1,0%) = m°({1}) "5 g = z a(l =)’

IV: Sei n € IN und die Behauptung 1. erfullt fiir n — 1.
IS: Dann gilt

m™([1,07) = /@M%WWHngi

a
X X
1 *
> q+ / (1 _Q)b—a /ﬂ[a,b]m[;,f](y)dydﬂ (z)
[1,6m—1] X
I *
= q+ (1= @) y— | Twn(y)dydn”(z)
[16n-1] X
= ¢+ 1 —gr (1,1
v n-! . ” .
> q+(1—q)) q(l—qf =) q1—q).
§=0 J=0

Die Behauptung folgt mit vollstédndiger Induktion.

2. Beweis durch vollstandige Induktion.

TA: = 0: 7 ([a,00)) *T" 74(X) = 1= 3" (1 — gV,

J=0
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IV: Sei n € IN und die Aussage 2. erfiillt fiir n — 1.
[A: Dann gilt:

Pl = [ 005 [T o dvin (@)

[a"*l,oo)

X
= / 1—q a/]lab] )dydr™ (z)
X

[a~1,00)

= (1 (ao0) 2 (1- g

Die Behauptung folgt mit vollstédndiger Induktion.

3. Sei n € IN. Dann gibt es wegen 1 < a < b ki, ks € Ny, so dafl a"tF < p”
und "%z > @, aber a"™MT! > b7 und v"*271 < @ (Das Intervall [a", b"]
iiberschneidet sich mit den k; néchsten und ks vorigen Intervallen.) Dann gilt

() = 1= a) - 7 o))
S 1 — 7T*<[1, bnszflb . W*([an+kl+1, OO))
< 1- (1—-(1- q)"*’@) —(1- q>n+k1+1

(1 o q)n—kQ _ (1 _ q)n+k1+l.

ky, € Ny war ja nun so bestimmt, daf3

an+k1 S pn A an+k1+l > b
@l n+k; <nlog,b AN n+k +1 > nlog, b
& k1 < n(log,b—1) Nk > n(log,b—1) — 1.

Da k; eine natiirliche Zahl ist, ist dies dquivalent zu k; = [n(log,b — 1)].
Analog fiir ky € INy:

bn—kz Z a® A bn_k2_1 <aq"
bé)l n — ky > nlogya AN n—ky—1 < nlog,a
& ks < n(1 —log,a) A ko >n(l—logya) —1
= ks = |n(1—log, a)).

— W*([an,bn]) < (1 . q)n—Ln(l—logba)J . (1 . q>n+Ln(logab—1)j+1
_ (1 . q) [n—n(l1-logya)] (1 . q> [n+n(log, b—1)]+1
(1 . q)[nlogba] _ (1 . q)Lnlogabj—i-l'
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Bemerkung 3.80 Wie ,gut® ist nun die Abschitzung fir n*([a",0"]) in Teil
3. von Satz 3.79¢ Sind a und b nahe beieinander, also a =~ b, so ist log, b ~
logya ~ 1, also |nlog,b] ~ [nlog,a| =~ n, und somit ist die obere Grenze
~(1-q¢"-1—-q@" = 1-¢"(1-1+¢q) = q(1 —q)", der unteren
Grenze aus Satz 3.77. Dies stimmt auch mit den Resultaten fiir p = a = b aus
Abschnitt 2.2 dberein. Der Abstand zwischen oberer und unterer Grenze wird
umso grofser, je grofier g ist. Dies entspricht der intuitiven Vorstellung, dajs
fiir grofe Intervalle [a,b] der Uberlappungseffekt fiir grofie n stirker ist und
somit auch das Maf 7 ([a™,b"]) schlechter nach oben begrenzt werden kann.

Beispiel 3.81 Die mit Matlab erzeugte Abbildung 3.1 zeigt die obere ()
und untere (,0“) Abschitzung gleichzeitig fir das Beispiel ¢ = %,a =4 und
= 5. Man sieht deutlich, daf$ beide Grenzen fiirn =1,...,6 tbereinstimmen,
jedoch fiirn > 6 auseinandergehen. Dies ergibt sich dadurch, daf$ b® = 15625 <
16384 = a” ist, also alle Intervalle bis [a® b5 disjunkt sind, sich jedoch wegen
b" = 78125 > 65536 = a® die folgenden Intervalle iiberschneiden.
Man sieht ebenfalls deutliche Spriinge in der oberen Grenze. Dies liegt an der
Struktur der Gaufklammern, die Springe im Ezponenten zur Folge hat. So

sind die beiden Fxponenten firn =1,...,20
n 12 8 4 5 6 7 8 9 10
[nlog, a] 12 38 4 5 6 7 7 8 9
Inlog,b| +112 3 4 &5 6 7 9 10 11 12
Differenz 1 11111 2 &8 8 &
n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
[nlog, a] 10 11 12 13 13 14 15 16 17 18
Inlog,b| +1| 13 14 16 17 18 19 20 21 23 24°
Differenz s 8 4 4 5 5 5 5 6 06

wobei die Differenz gleichzeitig die Anzahl der mit [4",5"] iberlappenden In-
tervalle (inklusive [4™,5"] selbst) angibt - eine Erhohung dieser Anzahl kann
einen Sprung in der oberen Grenze zur Folge haben.

In den néchsten Satzen wird nun die genaue Verteilung innerhalb der disjunk-
ten Intervalle untersucht. Ist diese bekannt, so 148t sich auch die Vermutung
iiberpriifen, daB sich bei Uberlappen von Intervallen in diesem Bereich 7* ein-
fach ,,aufaddiert®.

Satz 3.82 Fiir das eindeutig bestimmte invariante Wahrscheinlichkeitsmaf§ 7*
fir ® gilt:

1) 7 (ad) = / F@)dz fiir alle c € [a,b], fallsb < o, wobei
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f() = a1~ )y

fira <x <b.
a

7 ([a*, c]) = /f(x)dx fiir alle ¢ € [a®,b%], falls b* < a®, wobei

Flw) = g1 — g)P— {m“**m¥xfgx<ab

(b— a)? O\ In(?) —in(z), ab<x < b

™([a®,d]) = /f(a:)dx fiir alle ¢ € [a®,b%], falls b* < a®, wobei

1 s(In(z) — In(a d))i, a® <z <a’
_ 3 —(In(x) — In(a2b2))* + 3(In(b) — In(a))?,
fo) == —ow <o <a?

(In(®®) — In(x))?, ab® <z < b

N[ —=

7*([a*, c]) = /f(x)dx fiir alle ¢ € [a*,b*], falls b* < a®, wobei

1
1_
flz)=q(1—q)* b—a)
( s(n(z) —In(a*))?, at <z <a’h
—5(In(z) - ln(GQbQ))?’ + 3(In(b) — In(a))?
( n(b) — In(a))(In(z) — In(a®b?))?, a®b < x < a®b?
3(In(z) - (@2b2))3 + 3(In(b) — In(a))? '
—(In(b) — In(a))(In(z) — In(a®V?))?, a®*b* <z < ab®
[ (n(d*) — In(x))?, ab® <z < bt

1
f(z) =q(1 Q) b—a)
(5 (In(z) — In(a®))*, a® <z <a'b
—5(In(z) — In(a'p))" + §(In(b) — In(a))
{1(In(b) — In(a))? (lgn(1 x) — In(a2b2))
+(In(x) — In(a2b2))3}, ath < x < a’b?
3(In(z) — ln(a%b%)): — g(In(d ) In(a))?
{(In(z) — In(a3b3))> — B(In(b) — In(a))?}, @®* <z <a®b®
—+(In(x) — ln(ab4)) — (In(b )— In(a 2 )
{31n(0) — tn(@)X(in(z) — tnin(a36%))
+(In(x) — In(a2b2))3}, a’b® < x < ab?
(55 (In(b°) — In(z))*, ab* <z <V
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Beispiel 3.83 Die mit Matlab erzeugte Abbildung 3.2 verdeutlicht die Ent-
wicklung der Dichte f in den Intervallen [a™,b"], n = 1,...,5. Als Beispiel
wurde q = %, a =4 und b = 5 angenommen, so daff b> = 3125 < 4096 =
a® erfiillt ist. Betrachtet werden also die disjunkten Intervalle [4,5], [16,25],
[64,125], [256, 625] und [1024, 3125].

Beweis von Satz 3.82:
(1) Sei ¢ € [a,b] und b < a®. Es ist

(o d) = / P(z, [a, d)dn(x)

1¢[a,c] /
= (1-gq)
b —

l[a C]ﬂab] dydﬂ'( )

X/
/]l[ac Ydydr* (x)
X
c—

Q

wie (3.11)
= (1-
(1}
* a 3.7 cC—a
= m{1HA-a)y— a37161(1—Q)b_a-

Die Darstellung iiber die Dichte f ergibt sich durch Differentiation.

(2) Sei ¢ € [a?,b%] und b? < a®. Es ist

7*([a?, c]) = /P(x, [a?, c])dr*(x)

X
B K )
[a,b] X
ﬁ<a
= /(1—Q)b_a/1l[a el (4)dydm™ (x)
[a,b] X

Nun gilt es, zwei Fille zu unterscheiden:

(i) a < <be §{<wx << Dazusitzlich a < z < b gilt, ist zu unterscheiden,
ob £ >a<:> >b<:>c>aboder—<b<:> <a<sc<ab.

(i ) >b<:>x<— Dabellst—>a<:>c>ab

Insgesamt folgt also

1. Fall: ¢ < ab: Dann ist a < £ < b fiir a <2z < £, und 7 > b nie.

T

sw(etd) = [a-ap (S-a)ar@

[a,5]
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Abbildung 3.2: f(z) auf [a™,0"] fir n =1,...,5;¢=5,a =4,b=05.
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= -0 cin(z) - az°

= 0l - 0P G {ein(9) ~ tnf@) — (e~ )}

= gl 0 g {eltn(e) — In(a) — (e~ o)}
2. Fall: ¢ > ab: Dann ist @ < £ < b fiir ¢ <z < bund £ > b fiira <z < &.
= w(atd) = [ -0 [ tenmdsdr @

[a,5) X

+ /(1 —q)bia (g —a) dr* (x)
[5,0]

D 7 ([a, g))(1 —q)+ /q(l - Q)z(b _1a)2 (E B a> *

©)) 2 0 b g 1 b

=4l —a)"y—+a(l-q) b= a)? [Cln(w) —aw}i

- a1 -0 _la)g{%@ —ab)(b —a) + c(in(¥?) ~ In(c) ~ ab+ 7 )
= 01— ) G s {elin() = In(e) + (e = ab) = (b — o)}

Die Darstellung iiber die Dichte f ergibt sich durch Differentiation.
Das Ergebnis ist konsistent mit Satz 3.77, da 7*([a?,a?]) = 0, 7*([a?, b?])
q(1 — q)?. f ist stetig in ab mit f(ab) = In(b) — In(a).

(3) Sei ¢ € [a®,b%] und b® < a*. Es ist

7*([a®, ]) = /P(fa [a®, d])dr* ()
X
wie (3.11) 1 *

= / (1 — Q)b 4 /]l[,fé}m[a’b](y)dydﬂ (l’)

[a2,b2] X
%ga 1 *

= / (1- Q)b — /]l[a,;]m[a,b] (y)dydr*(x).

[a2,b?] X



Nun miissen drei Félle unterschieden werden, denn:

(i)a < £<be ¢ <a< < Dazusitzlich a® < o < b* gilt, ist zu unterschei-
den, ob ¢ > a® < ¢ > a®b und ob £ <0 & ¢ < ab®.

(ii) £ > b« x < £ Dabei ist £ > a® < ¢ > ab.

Insgesamt sind also die drei Falle a® < ¢ < a?b, a?b < ¢ < ab? und ab? < ¢ < b?
zu unterscheiden. Es gilt:

L. Fall: ® < ¢ < a®b: Dann ist a < £ < b fiir o> <z < € und £ > b nie.

[ -k G-o) i

[a?,2]
<

Sl /q(l — q)3(b —1a)3 (In(x) — In(a?)) (E B a) dr

xz

= 7*([a®, ])

—~
~

a2

(In(x))? —az (In(x) — 1)

—In(a®) cin(z) + a In(a?) :z:} ’

a2

2. Fall: a?b < ¢ < ab?: Dann ist a < s <bfir i <z < <Zund £ > b fir
a* <x<E
* 3 1 *
= " ([a”,c]) = (1 —Q)m Lo (y)dydn™ ()
[a%,3) X
+ [-9;(5-a)ar@
— — —a|dr*(x
a b—al\x
(5%
ab
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(2) c c

2 41— 0P gt {0l - mta) - -} + a1 - 2

{

+| In(b?) cln(z) — In(b?) az — 3¢ (In(z))* + ax (In(z) — 1) '
| 1 L)

ab

ab

N O

(In(x))? —ax (In(x) — 1) — In(a®) cln(z) +a ln(aQ)m}

<
b

="'=Q(1—Q)3m

{ —2c+3a’b—a’+c ln(a2)ln(g) — In(a®)cin(ba) + In(b*)c ln(f)

a
1
—In(b*)cIn(ba) + c ln(l—c)) — In(a®)c + c(ln(ba))2 - §c(ln(l—c)))2
+a?b In(a?) — 2a*b In(ba) + a®b In(b?) + ¢ ln(f) — In(b*)c — %c(ln(g))2}
a a
3. Fall: ab®> < ¢ < b?: Dann ist a < S < b fir

%Sxﬁbzund§>bﬁir
a? <x <%

= 1([a®,d]) = / (1—gq) ! /IL[mb](y)dydW*(x)

[£:02]
D (102, (1 - g) + / a(1 - g)? (in(t?) ~ in(x)) (£ ~ a) da
b J (b—a)? T
2 (1 = 0 Gz {5 00(8) = () + (G =) — (ab = )}

b
1 1 c c 1
. 3 2 2 2112
=...=¢q(l —q) m{é c (ln(g)) —cln(b®) ln(l—)) + i(ln(b ) e
—3ab®— cln(g) + cln(b*) +c+3a*b—ad’}
Die Darstellung iiber die Dichte f ergibt sich durch Differentiation.

(4) und (5): Langlich, analog dem Beweis von (3). O
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In den Randbereichen der Intervalle [a™, "], also fiir [a", a"~'b] und [ab" !, b"]
lassen sich offensichtlich GesetzméfBigkeiten erkennen. Fiir die dazwischenlie-
genden Anteile der Intervalle [a™, b"] 148t sich eine Dichte iterativ bestimmen.

Satz 3.84 Fiir das eindeutig bestimmte invariante Wahrscheinlichkeitsmafs m*
fiir ® gilt fiir alle n € N mit b* < a™*

™ ([a", c]) = /f(x)dx fir alle ¢ € [a", b"],

wobei mit der Bezeichnung fi! () :== f(z) [1p, I} :== [a" T RpEL g R,
1 1

(1) £7(0) = a1 = 0)" G gy o) = In(a)"™
anfkbk 1 %
) fia) = (1 - ) / Rl sy + 7 / ) i )
b ,2<k<n-—1,
1 1

) £0) = a0~ 0)" G =g gy () — )

Beweis: Beweis der Darstellung von 7*([a", ¢]) durch vollstdndige Induktion.
[Atn=1:
3.82(1)

(1)  flzx) "="4q(1 - q)ﬁ =q(l — q)ﬁ%(ln(:v) — In(a))° fiir allez € I7".

(2)  Die Aussage fiir 2 < k < n — 1ist eine Aussage iiber die leere Menge und

deshalb wahr.
3.82(1)

B @ 2 0 - g =a(l-q)

1 1
2 a(ln(b) — ln(:c))o fir allex € I
—a(!

IV: Sein € N,n > 2, und die Aussage erfiillt fiir n — 1.
IS: (1) Sei z zunéchst in 17, also a” < z < a™'b.

e 2V [0 - 0 [ o (s
£<b ; 1 =z
= [0 -05C - ad
IV n 1 1 % n—ix\n—2,%
Y= ey [ () = ) — ady
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Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung (und mit
der Produktregel) gilt:

z
a

o [ n) = tn@ 1y ayy (5.12)
= [ty — ey an(S) — tn(a
(in( %) = in(a))" %=
1 el 112 1 et
= [ n(y) — (@ )" iy = ——(In(2) — In(a"))

= i) = 0 =0 G gy () = It

(2) Ist n = 2, so ist die Aussage fiir 2 < k < n — 1 eine Aussage tiber die leere
Menge und deswegen wahr. Ist n > 3, so sei nun = € I}, also
ARl < g < @ RDF mit 2 <k <n—1.

bnfl

() 2 [ - / oot 51(2)dzdly

LEsista<?<bej<y<7 Wegen a"tRY el < g < av RV 2 < k<
n—1, 1stdab61§<b” und £ > a" .

2. E51stm>b<:>y<— Wegen a"T1=FpF—1 <z < g FHF 2 <k <n—1, ist
dabel—Za" L

= w(aa) = [ S -adr+ [ 100-a; (- a)dy

Wegen an—i—l—kbk—l S T S an—kbk ist an—i—l—kbk—Q S % S an—kbk—l und an—k:bk—l S
T —k—11k
a2 S a” b*.

nfiflbi

= fi(@) = (1-q)— {H(/ fi”‘l(y)dy>

=1 it
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o8

B il =L Rt

1 1,2, 11 1 n—1,% 1
b k_l(b)%b b— k—l(b)b
1 P 1 w1l
+_b'_’a U/m jk (y) dy-+-b Y k (a)%%a
an—kbk—l
1 1,21
T <a>a}
anfkbkfl z
1 n—1 1 n—1 1
= (1—a7—HA fisi(y)—dy + fi  y)~dy}
y y
% an—kpk—1
(3) Sei nun z € I
d 0 1
cin oy (31D)
@ = gl L [ - 0 L)y
an—1 X
if " 1
X
= = 1-q)d 1—q)——(= —a)d
2 [ roa-oa [ o002 - o)
an—1 T
d "
IV,3.774. el _\n - n—1\ n—2
7 a0 (1 o [ty ) = )y

SHE

bnfl

ral =0 G [ g ) = ) — |
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L1 1
= q(l_q) (b—a)” (77,—2)'
(00 [ ant) -y - vay)
bn—l
(3.12) . 1 o1 1 ny\n—1
gl = o) G () gy k) = ()
w1 1 n n—1
=) G gy () — (o)
Mit vollstéandiger Induktion folgt die Behauptung. U

Es 148t sich nun prinzipiell die Dichte fiir die disjunkten Intervalle iterativ
bestimmen. Die néchste Folgerung tut dies exemplarisch fiir £ = 2.

Folgerung 3.85 Mit den Bezeichnungen aus Satz 3.84 gilt fiir allen € N, n >
2, mit b < a™t,
1 1
n — 1 —qg)"

{ — (n —2)(In(z) — In(a"'b))" ' — (In(z) — In(a"2p*))"*

12y (” - 1) (In(b) — In(a))¥ (In(z) — In(a™10))*~1=% }

Beweis: Beweis durch vollstéindige Induktion.
TA: n=2: f2 =q(1 — q)* = 2{ln(bQ) In(x)} nach 3.82 (2).
IV: Sein € IN,n > 3, und die Aussage erfiillt fiir n — 1.

IS:
a™— 2b
By M2 (-g); { / A7) iy + / }
an—2b
N 1 1
3.84 (1), 1V n—
= (1—q)m{ / q(1—q) l(b_a)n—l (n —2)!

o8

1 1
(b—a)" 1 (n—2)!

(in(y) - l"(a"_l))"_%dy +q(1 =g
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/ [ ~ (n— 3)(In(y) - In(a™7B))"
~(Iny) — In(a™12))"
[252]

2y ( ) m(@)?i(zn(y)—zn(anZb))“2%@}

7j=1
a”2b

= -9 - a>n{ [m - o) m(an_l))n_l]

O - 2)! { - nty) — ina )y

1
——(In(y) — tn(a" )"
1252]

n—2)! 1 9
+2 ; ) <(n_2)_ 1% (In(b) — In(a))

(in(y) - lnw"‘%))”_l_%] }
1 1

= q(l—¢q)" b= =1 {(ln(b) — In(a))"?
—(In(z) — In(a""'b))"" — (n = 3)(In(z) — In(a™ b))
~(in(z) — In(@*))" + (in(a)  in(8))"
%32,
+2 jZl <n2j 1> (In(b) — In(a))¥ (In(z) — ln(a"‘lb))”—1—2j}
= G (0 2t e
—(In(z) — In(a"2p*))" !

123 (")) = ) anto) — ity

denn fiir gerade n ist (In(b) — in(a))" ' + (in(a) — In(b))"* =0 und [251] =
| 252 |; fiir ungerade n ist (In(b) — ln(a))”;l In(b))* ! = 2(ln(b)

In(a))"~* der [25!]-te Summand und %! = [271] = [252] + 1 eine ganze
Zahl.
Die Behauptung folgt mit vollsténdiger Induktion. g

Bis jetzt wurde noch nicht Satz 3.71 benutzt, der eine explizite Darstellung von
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7* erlauben sollte. Der folgende Satz ergibt zwar eine Darstellung fiir 7*, aus
der sich einige bisherige Resultate ebenfalls folgern lassen und die die Struktur
von 7" deutlich werden la8t - explizit im engeren Sinne 148t sie sich jedoch
leider nicht nennen.

Satz 3.86 Fliir das eindeutig bestimmte invariante Wahrscheinlichkeitsmafl 7
fiir ® gilt fir alle A € B(X)

™ (A) = q51 (A) ]l[a,b](zi) . ]l[%b](zl)dzi c. le.

Beweis: Nach Satz 3.71 gilt

T (A) = q¢oi(A)+ qz 1—q) )dM(Zz‘) o dp(z)doy (21)

21 .. %

= 61 (A +qz (1-q)

= C]51

/ / / ]l[ab Z,)...1[a7b](21)d2i...d21.
A

g

=1

Man iiberlegt sich leicht, dafl in dieser Darstellung der n-te Term der Summe
genau dann ungleich Null ist, wenn der Schnitt von A mit [a”, b"] nicht leer
ist. Somit ergibt Satz 3.86 eine Zerlegung der Art

(4) = ¢ 7(AN [a}, b)),

=0

wobei 7’ auf den disjunkten Intervallen mit 7* iibereinstimmt. Also ,,addiert®
sich 7* in den Uberlappungsgebieten von Intervallen [a’, '] tatséchlich ,auf®,
wie bereits vermutet.

Leider scheitert eine explizite Darstellung von 7* in den Intervallen - z.B.
iiber eine Dichte - genau wie beim Ansatz iiber die Invarianzgleichung an der
n-fachen Fallunterscheidung, die fiir das Intervall [a", b"] auftritt. Die ,, Stiicke-
lung®“ der Dichte in den Intervallen, die auch in fritheren Sdtzen schon auftrat,
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liegt nicht am spezifischen Ansatz zur Berechnung von 7*, sondern an der spe-
ziellen Form von g mit dem beschriankten Trager auf [a, b]. Satz 3.86 bestétigt
noch einmal diese Schwierigkeiten bei der Bestimmung einer expliziten Dichte
fiir die disjunkten Intervalle.

Wenn es auch schwierig ist, eine Dichte fiir die asymptotische invariante Ver-
teilung explizit zu bestimmen, so wird mit den Resultaten in diesem Abschnitt
doch deutlich, dafl die Dichte keinem Powerlaw entspricht. So ist z.B. die Dich-
te auf den Intervallen (b",a™™) fiir o < a™™! gleich Null, und die Siitze 3.82
und 3.84 sowie Folgerung 3.85 zeigen deutlich ein Ansteigen der Dichte in den
disjunkten Intervallen zur (geometrischen) Mitte hin. Es gibt also kein gene-
relles exponentielles Abfallen der Dichte, wie dies fiir ein Powerlaw der Fall
sein miifite.

Eine Art exponentiellen Abfalls 148t sich hochstens fiir das Maf3 auf den gesam-
ten Intervallen [a™, b"] erkennen, zumindest 148t sich f(a™) := 7*([a™, b"]) nach
unten durch das Powerlaw ¢(1—¢)" = q(a”)_loga(ﬁ) begrenzen. Nach oben ist
die Begrenzung hingegen nur mit der Differenz zweier nicht ganz exponentieller
Funktionen moglich (die GauBklammern in den Exponenten ergeben, wie in
Abbildung 3.1 ersichtlich, Spriinge in den Exponenten). Ein exaktes Powerlaw
gibt es also nur in dem Bereich, wo sich der Spezialfall 2.2 direkt verallge-
meinern 148t - bei den disjunkten Intervallen. Eine mogliche Annédherung der
Dichte von 7* an ein Powerlaw fiir grole z-Werte wird im Kapitel 4 numerisch
untersucht.

3.7 Exponentialverteilung fiir den Ubergangskern

Sei wieder X = R>°. Seien A > 0 und p die verschobene Exponentialverteilung
auf [1,00), d.h.

H(A) = / fly—dy ¥ AeBX),

. Aexp(—Az), 2z>0
Wobelf(z):{o p( ) 20

Die verschobene Exponentialverteilung wurde in diesem Fall gew&hlt, um Wachs-
tum zwischen den Resetereignissen zu simulieren. (Multiplative Faktoren > 1.)
Definiere den zu ® gehorigen Ubergangskern als

Pe.A) = ga(d)+(1—gu()

= q51(A)+(1—q)/f(y—1)dy Vree X, AeB(X).

A
x
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Dies entspricht also dem Fall eines Resets auf 1 und eines multiplikativen
Faktors mit Exponentialverteilung im Intervall [1, co).
Fiir P 148t sich zunéchst festhalten:

Lemma 3.87 Seien 1 < a < b. Fiir oben definiertes P gilt dann fir alle
ze X,z >1

L P A1} =g
P(I,(l,&:]) =Y
P(ma (ZE, OO)) =1- q,
— —exp(A — A2 x
T R
(1 —q)(exp(A =A%) —exp(A = A2)), 1<z <a
5. P(z,(a,0)) = { (1—q)(1—exp(A—A2)), a<w<b .
0, x>0

HSN =

Beweis: 1. P(z,{1}) = ¢6:({1}) + (1 — q) | Aexp(—A(y — 1))dy = q.

2. Fir o = 1 ist die Aussage wegen (1, i] = () und der Eigenschaft eines
Wahrscheinlichkeitsmafies von P(z,.) trivial. Fir « > 1 gilt P(z,(1,z]) =

(1—gq) j fly—1)dy=(1—q) f f(y)dy = 0 nach Definition von f.
: o

3. P(x, (z,00)) = (1 —q)
4.1 ¢ (1,b], also

fly=1)=(1 —Q):fokexp(—w)dy =1—q.

Pla,(Lb) = (1—q) [ fly—1)dy=(1—q) / £(v)dy

T

8|~
o \&\v

1
b1

= (1-0) [ Aem(-Mdy = (1= g)[- exp(- )]

= (-1 exp(A - A).
5. Folgt sofort aus 4. mit P(z, (a,b]) = P(x,(1,0]) — P(x, (1, a]). O

Interessant ist nun das asymptotische Verhalten der durch P definierten Mar-
kovkette ®. Direkt 148t sich die Aufteilung des asymptotischen Wahrschein-
lichkeitsmaBes 7* auf (0,1), {1} und (1, c0) bestimmen:
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Lemma 3.88 Fiir das eindeutig bestimmte invariante Wahrscheinlichkeits-
maf ©™ fir ® gilt

L 7((0,1)) =
2. ({1})=q
3. m((1,00)) =1
Beweis:
Lo((0,1)) = /P@;, (0,1))dn*(z)
_ /P(:c,((],l))dw*(x)—l— / P(z, (0,1))dr ()
(0,1) [1,00)
< / (1— Pla, {1}))dn*(2) + / (1— P(z,{1}) - Pz, (x,00)))dr* (x)
(0,1) [1,00)
387<

1= g)m*((0,1)) = 7((0,1)) = 0, dag € (0,1).
2w ({1}) = / v, {1})dr* (z) 'il-/qdw*(x):q.

3. m((1,00)) = (X) = 7((0,1)) = 7 ({1}) "= 1 g

U
Wie im Fall der Gleichverteilung 3.6 ist also auch hier 7*((0,1)) = 0, un-
abhéngig davon, wo die Kette startet (z.B. in (0,1)). Dies ist plausibel, da bei
einem Reset auf 1 anschliefiend (0, 1) nicht mehr erreichbar ist.
Eine explizite Darstellung von 7* auf (1, c0) iiber die Invarianzgleichung schei-
tert daran, daff sich Gleichungen der Art

(1, M]) = / Pz, (1, M))dr* (x)
S (1LM) = (1 - ) (1 - exp(h — M) % exp(\ — A%)dw*(m)

(1,M]

nicht so einfach auflésen lassen. Immerhin lassen sich hier noch Abschitzungen
angeben.

Satz 3.89 Seien M,a,b € [1,00) und a < b. Fir das eindeutig bestimmte
invariante Wahrscheinlichkeitsmaf$ 7 fiir ® gilt dann

1. 7 ((1,M]) > q(1 — q)(1 —exp(A — AM)),
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(1 —q)exp(A — AM)
(1—q)exp(A—AM) + ¢’
) > L= a)exp(A = AM)

T (I=qg)exp(A = AM) + ¢’
(M, 0)) < (1 —q)* + q(1 — q) exp(A — AM),

(1(i ;)2;}?;\% ;a);a}r q (1—q)* = q(1 — ) exp(A — Ab),
(1 —q)exp(A — \b)

(1 —q)exp(A = Ab) + ¢

Beweis: 1. Fiir M = 1 folgt die Behauptung sofort aus 7*((1, 1]) = #*(0) = 0.
Sei nun M > 1. Das asymptotische invariante Wahrscheinlichkeitsmafl 7% muf3
die Invarianzgleichung fiir jedes Intervall (1, M], M € (1, 00), erfiillen:

w*((l,M]):/P(m,(l,M])dw*(d:ﬁ) SELA / P(z, (1, M))dr* (dz)

X (1,M]

(P M)+ [ @)1= e (A= AT) ) dr(a

(1,M]

T ((LM]) <1—-q-

2. 71 ((M,o0)

3. 1 ((a,b]) >

7 ((a,b]) < (1= q)* + q(1 — q) exp(A — Aa) —

3.87 4.

£ g1 = q) (1= exp(A = AM) ) + (1 = @) (1, M)
—(1—9q) / exp ()\ - )\%>d7r*(x)

T
(1,M]
M

= 7" ((1, M]) = (1 — q)(l —exp(A — /\M)> - % / exp(\ — )\?)dw*(x).

(1,M]
Fiir 1 <z < M ist exp(A — AM) < exp(A — AYZ) < 1. Somit ergibt sich
l—gq

q
. l—¢q
& (L M)+ ) > (1= g) (1~ exp(r — AM)

(1, M) = (1= q) (1= exp(A = AM)) = ==L 7((1, M])

& 7 ((1,M]) 2 g(1 = g) (1 - exp(A — AM))

; L exp(A — AM) 7((1, M])

(1, M]) < (1 —q) (1 —exp(\ — AM)) -

= (1, M) (1 e 9 exp(A — AM)) <(1- q)(1 —exp(A — AM))

q(1 —q)(1 — exp(A — AM))
q+ (1 —q)exp(A —AM)

< 7 ((1, M]) <
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1 —q)(g+ (1 — g)exp(A — AM)) — (1 — q) exp(A — AM)
g+ (1 —gq)exp(A — AM)
(1—g)exp(A — AM)
g+ (1 —q)exp(A = AM)’

< 7 ((1,M]) < (

< 1((1,M])<1—q—

2. 7((1,00)) = 1 — ¢ nach Lemma 3.88 3. Die Behauptung folgt sofort mit
Teil 1.
3. m((a,b]) = 7*((1,0]) — 7*((1, a]). Die Behauptung folgt aus Teil 1. O

Bemerkung 3.90 Beide Grenzen in 3.89 1. sind streng monoton steigend in
M und konvergieren gegen O fiir M | 1. Die obere Grenze konvergiert gegen
(1 —q) fir M — oo, nach Lemma 3.88 2. ein Indiz, dafi diese Abschitzung
nicht ,unnotig viel verschenkt. Die untere Grenze hingegen konvergiert gegen
q(1 — q) fir M — oo, liegt also nach Lemma 3.88 2. fiir M — oo deutlich
unter dem tatsdchlichen Wert. Die Abschdtzung ist umso ,besser®, je niher q
an der 1 ist.

Entsprechend sind beide Grenzen in 3.89 3. streng monoton fallend in a, streng
monoton steigend in b und die beiden Grenzen konvergieren fir a | 1, b — oo
gegen (1 — q) bzw. q(1 —q).

Da die Menge E = {1}U{(a,b]|a,b € [1,00),a < b} ein Erzeugendensystem fiir
die Borelsche o-Algebra auf [1,00) bildet, lafit sich auf jeden Fall mit Lemma
3.88 1., 2. und Satz 3.89 3. das Mafi 7 jeder Menge aus B(X) prinzipiell
abschitzen.

Beispiel 3.91 Die mit Matlab erzeugte Abbildung 3.3 zeigt exemplarisch den
Verlauf der Abschdtzungen aus Satz 3.89 2. fir A = 2 und q = % bzw. q = %
Deutlich wird auch, daf$ fiir den gréfleren q-Wert die Grenzen ndiher zusam-
menliegen.

Auch in diesem Fall ergibt Satz 3.71 eine Darstellung fiir 7*, die allerdings
ebenfalls nicht als explizit bezeichnet werden kann.

Satz 3.92 Fiir das eindeutig bestimmte invariante Wahrscheinlichkeitsmaf 7

fir @ gilt

T (A) = ¢01(A)

—i—qZ(l —q)i)\i/.../ / exp(A — Az;) ...exp(A — Az1)dz; ... dz.
=1 1 1

A
Al
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7 (Mye))

. I . .
1 3 5 7 9

M M
Abbildung 3.3: Abschétzungen fiir 7*((M,00)); A =2 und ¢ = 2 bzw. ¢ = 3.
Beweis: Folgt sofort mit Satz 3.71, p = 0 auf (0,1), und Satz 3.5. O

Fiir eine explizitere Darstellung, etwa von 7*((1, M]), M > 1, miiiten Funk-
tionen der Form exp(—% — z) nach z integriert werden - dies stellt leider ein
Problem dar. Immerhin ergibt obige Darstellung bessere Abschétzungen nach
unten fir 7*((1, M]), M > 1, als Satz 3.89. Dazu iiberlegt man sich, daf die
untere Abschétzung aus Satz 3.89 gerade dem Term fiir ¢+ = 1 aus obiger Dar-
stellung entspricht. Die Abschéitzung 148t sich also verbessern, wenn weitere
Terme fiir « > 1 hinzugezogen werden. Der folgende Satz tut dies exemplarisch
fiir ¢ = 2 und 3.

Satz 3.93 Sei M € [1,00). Fir das eindeutig bestimmte invariante Wahr-
scheinlichkeitsmafl © fiir ® gilt dann

Lo (L M]) = g(1 = q)(1 = exp(A = AM)) + (1 = q)*(1 — exp(A = AVM))?
+q(1 = q)3(1 — exp(A — AWM))2(1 — exp(A — AVM)),

2. m((M,00)) < (1—q)—q(1 —q)(1 —exp(A—AM))
—q(1—¢)*(1 — exp(A — AWM))?
—q(1 = ¢)*(1 — exp(A — AWVM))2(1 — exp(A — A\WM)).

Beweis: 1. Nach Satz 3.92 gilt

7 ((1, M])
:qZ(l —q)i)\i/.../ / exp(A — Az;)...exp(A — A\z1)dz; ... dz
i=1 1 1 (1,M]

N[1,00)

Zyt et 251
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M

21 .. T Ri—2%i-1

cexp(A — Azj_1) . ..exp(A — Azy)dziq ... dz

1—exp - A

L = q(1=q)(1 —exp(A = AM)),
I, = q(1- q)2)\/(1 —exp(A — )\%)) exp(A — A\z)dz

1

v
> glt- 02 [ (L= exp( =A%) exp(h — )iz
1 VM
> g1 — g)*(1 — exp(A — A\%))A / exp(\ — A2)d=
= =00 AVAD) 1
L = g(1—qPx 1/ / (1— exp(\ — Ay—]\;[)) exp(A — A2) exp(\ — Ay)d=dy
(1-q 7[ ¢/M< (A= A)) exp(
> (1 — q)*A2 /. 1= exp( = A ) exp(A = A2) exp(A — Ay)dzdy
> (1= q)*N? 7(1 — exp(A — /\\/ﬂ ) fexp(x — A2) exp(\ — Ay)dzdy
1 Y 1
— q1—gA / (1 - exp(A - A\/g»%xpu ~ w)dy
VM
> ¢(1—¢)°A 1/(1 — exp(A — A\/%))2 exp(A — Ay)dy
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T ((M,0))

Abbildung 3.4: Verbesserte Abschitzungen fiir 7*((M,00)); A = 2 und ¢ = 2 bzw.
1
q=3-

= q(1—q)*(1 —exp(A — AVM))*(1 — exp(A — AVM))

folgt die Behauptung.
2. Folgt sofort aus 1. mit 7*((1,00)) =1 — g. d

Beispiel 3.94 Seien g und A\ wie in Beispiel 3.91. Abbildung 3.4 zeigt die
Verbesserung der oberen Abschitzung von 7*((M,00)) durch Satz 3.93. Die
untere Abschatzung wurde aus Satz 3.89 tibernommen.

Auch wenn es in diesem Fall sehr schwierig ist, eine exakte Dichte fiir 7* zu
bestimmen und nur Abschétzungen moglich sind, so 148t sich doch zeigen, daf3
es keine Powerlaw-Dichte fiir 7* oberhalb des Resetlevels {1} gibt.

Satz 3. 95 Seien q € (0,1) und X > 0. Dann gibt es keine Zahlen o, 3 € R,
so daf fﬁx “dx fiir alle A € B(X) mit A C (1, 00).

Beweis: Seien ¢ € (0,1) und A > 0. Angenommen, es giabe solche a, § € R.
Soll Bz~ eine Dichte fur 7" auBlerhalb von {1} sein, so mufl B > 0 gelten und

1L7r(X)—7r ({1}) —l—fﬁx_"‘da:(:)l—q—fﬁx_adx

Hieraus folgt a > 1 und

1—q=p[z"]] @ 8= (a—-1)(1-q).

Sind nun 1 < ¢ < d zwei beliebige Zahlen, so mufl nach Voraussetzung einer-
seits

d
/6$—ad$:ﬁ[1iax1—a]i _ (1 _q)(cl—a _dl—a)
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gelten und andererseits, da 7* invariant ist,

(e d) = / P(z, (c, d])dr*(z)

= qP(1,(c,d]) + /ﬁx_aP(x, (¢, d))dx

51— g)(exp(h - Ac) — exp(r — Ad)
+ [l 10 - (et - 28 e - 2D

+ /(a —1)(1 - q)*2~ (1 — exp(\ — )\g))dx

= Q(lc — q)(exp(A — Ac) — exp(A — Ad))
+ /(a —1)(1 —q)*z *exp(\ — )‘§>dx

- /(a —1)(1 —q)*z *exp(\ — )\g)dx

(1 - g — ).

Gleichsetzen ergibt

g(1 = g)(exp(A = Ac) = ™) + (@ = 1)(1 —¢q)* [ 27" exp(A — Ag)dﬂﬁ

d

= q(1—q)(exp(A\ =) —d" )+ (a = 1)(1 — ¢)? | 2% exp(A — )\E)dx.

H\& H\“

Also ist die Funktion
gle) = glexp(A =) =) + (a = 1)(1 - q) / v exp(A — A=) da
1

= glexp(A = Ae) — )

Ac
(o = 1)(1 = q) exp(A) (Ae) ™ /to‘_Q exp(—t)dt
A
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konstant auf [1,00) und somit h(c) := Lg(c) = 0 auf (1, 00).

hic) = —=Agexp(A—Ae) —q(l — )™ + (a—1)(1 — q)% exp(A — )
—(a—1)*(1 = g)rexp(N)(Ae) *[I'(a = 1,A) = T(a — 1,e)N)],

wobei die unvollstdndige Gammafunktion definiert ist als

o0

[(a,z) = /t“‘lexp(—t)dt.

z

= 0= liﬁl h(c) = o — 1 — gA. Somit ergibt sich & = 1 + gA. Damit folgt

1
h(c) = —Agexp(A— Ae) + @FAe 79 + Ag(1 — q)g exp(A — Ac)

—(A)*(1 = @) A exp(N)(Ac) M| T(gA, A) = T(gh, e) |-

h(c) = 0 auf (1, 00) liefert fiir alle ¢ > 1

PlaA ) =Tl ed) = e gesp(e)
+(1 = g)c? exp(A) — " exp()]. (3.13)

Andererseits ergibt a = 1 + gA
g(c) = glexp(A = Ac) = ™) + gA(1 = g) exp(A) (A [T(gA, A) = T(gA, eA)]
und aus der Konstanz von ¢(c) auf [1, 00) folgt fiir alle ¢ > 1
g(c) = 9(1)
& qlexp(A — Ac) — )
+(g\)(1 = ) exp(A)(Ae) " [[(gA, A) = T(gA, eN)] =0
™ —exp(A — A¢)
exp(A)A(L = g)(cA)~*
Gleichsetzen von (3.13) und (3.14) ergibt
c™Pgexp(ed) + (1 = g)c™ exp(A) — ¢ exp(N)]
= gexp(cA)[c™? — exp(A — c))] Vex>1
& exp(A) = cexp(A) Ve>1

< T(ghA\) = T(gh, ceN) = (3.14)

Dies ist jedoch ein Widerspruch, da exp(A) > 0.
Insgesamt folgt: Es gibt keine Zahlen a, 3 € R, so daB 7*(A) = [ Sz~ “dz fiir
A

alle A € B(X) mit A C (1, 00). d
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4 Simulation des untersuchten
Modells

In diesem Kapitel soll das asymptotische Verhalten der untersuchten Markov-
ketten zusédtzlich numerisch untersucht werden. Herausgegriffen wurden die
Fille 2.2, 2.3.3, 2.4.1, 3.6 und 3.7.

Die Simulationen wurden in Matlab durchgefiihrt. Der genaue Quellcode fiir
den Fall 3.6 befindet sich in Anhang B, die anderen Félle wurden analog um-
gesetzt.

Der Anfangswert z(1) wurde jeweils auf den Resetlevel gesetzt, der als 1
gewdhlt wurde. (Im Fall 2.4.1 wurde der kleinste Resetlevel, 2, gewéhlt.) Jeder
weitere Wert x(i+1),i = 0,1,2,..., wurde so generiert, daf§ x(i + 1) = ny mit
Wahrscheinlichkeit ¢ und z(i+1) = pa(i) mit Wahrscheinlichkeit 1 —q. ng war
im Fall 2.4.1 gleichverteilt auf m; = 1, my = 3 und m3 = 5, in allen anderen
Fillen konstant gleich 1. p war in den Féllen 2.2 und 2.4.1 konstant gleich 2, in
den anderen Fillen wurde p nach der zugrunde liegenden Verteilung generiert.
Dabei wurde fiir die Falle 3.6 und 3.7 benutzt, dafl fiir eine Zufallsvariable X
mit stetiger Verteilungsfunktion F' F'(X) gleichverteilt ist in [0, 1] (siehe z.B.
Seite 150, Krengel, [8]). Damit 148t sich aus der rand-Funktion von Matlab,
die eine (gleichverteilte) Zufallszahl zwischen 0 und 1 erzeugt, iiber F~!(rand)
ein geeignetes p erzeugen.

Aus den mit der Simulation erzeugten Werten z(i),7 = 1,2,..., wurden an-
schliefend u.a. empirische Dichten berechnet, die Aufschliisse iiber die Dichte
f der invarianten Verteilung p bzw. 7* geben konnen.

4.1 Fall 2.2

Fiir den Fall eines konstanten Resetlevels und eines konstanten Faktors p wur-
den p = 2 sowie ¢ = % gewihlt und 107 Iterationsschritte berechnet. Dies
ergibt nach Satz 2.22 a = —log,(1 — ¢) = 1 und somit fiir p das Powerlaw
p(2) = 1(2) 1,

Abbildung 4.1 zeigt die empirische Zihldichte fiir p auf S = {1, pu, p?, ...},
sowie rechts den log-log-transformierten Graphen, zusammen mit der rechne-
rischen Losung. Diese wurde, der besseren Sichtbarkeit halber, stetig einge-
zeichnet. Besonders in der log-log-Transformation sieht man sehr deutlich die
gute Ubereinstimmung zwischen numerischer und rechnerischer Losung. Die
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Abbildung 4.1: p(s) fiir s € S sowie log-log-Transformation. ;1 = 2 und ¢ = % Krei-
se entsprechen der numerischen, durchgezogene Linien der rechne-
rischen Lésung.

leichten Abweichungen rechts auflen kénnen von einfacher zuféilliger Variation
herriihren, da sie sich in der Gréflenordnung von einem Datenpunkt bewegen.

4.2 Fall 2.3.3

Fiir den Fall einer Verteilung von p auf zwei Werten wurde eine Gleichvertei-
lung auf py = 2 und py = 7 gewdhlt und ¢ = % gesetzt. Es wurden 107 Ite-
rationsschritte berechnet und daraus eine empirische Zahldichte fiir die asym-
ptotische Verteilung p bestimmt. Diese ist als log-log-Plot in Abbildung 4.2
dargestellt. Wie in Abschnitt 2.3.4 bereits bewiesen, wird sehr deutlich, dafl p
keinem Powerlaw entspricht und sich einem solchen auch nicht fiir grofie ¢ und
J annéhert.

4.3 Fall 2.4.1

Fiir den Fall einer Verteilung des Resetlevels auf N Werten wurde analog zu
Beispiel 2.33 eine Gleichverteilung auf m; = 1,my = 3 und mg = 5 gewéahlt
und ¢ = %, p = 2 gesetzt. Es wurden 107 Iterationsschritte berechnet und
daraus eine empirische Zihldichte fiir die asymptotische Verteilung p bestimmt.
Diese ist als log-log-Plot in Abbildung 4.3 dargestellt. Wie bereits in Beispiel
2.33 diskutiert, ist p kein einheitliches Powerlaw auf S, sondern zerféllt in
N = 3 Powerlaws auf den Untermengen {mu’,i € No}, {mou’,i € No} und
{mgsu’,i € Ny} von S.
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Abbildung 4.2: log-log-Plot von p(s) fiir s € S. p ist gleichverteilt auf up = 2,
po =7und q = %
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Abbildung 4.3: log-log-Plot von p(s) fiir s € S. =2 und ¢ = 3, der Resetlevel ist
gleichverteilt auf mq = 1, mo = 3 und m3 = 5.

4.4 Fall 3.6

Fiir den Fall der (stetigen) Gleichverteilung fiir 4 wurden zwei verschiedene
Parameterkonstellationen betrachtet. Zunéchst wurden ¢ = %, a=4und b=>5
gesetzt, um die Ergebnisse in den disjunkten Intervallen mit Abbildung 3.2
vergleichen zu kénnen. Anschlieend wurde der Fall ¢ = 0.1,a =2 und b = 3
betrachtet. Hier gibt es nur ein einziges disjunktes Intervall, dafiir kann sehr
schon die Uberlappung der Intervalle untersucht werden. Der geringere ¢-Wert
verhindert ein zu schnelles Abklingen der Verteilung, das die Approximation
aufgrund weniger Datenpunkte ungenau und die graphische Auflésung schlecht
machen wiirde. Es wurden jeweils 10® Iterationsschritte berechnet.

Zunichst wurden in beiden Féllen die empirischen Werte fiir 7*([a™, b"]) sowie
die rechnerischen Grenzen aus den Sdtzen 3.77 und 3.79 berechnet. Abbil-
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log, o(n*([a"b"))
log, , (x*(ia" b))
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Abbildung 4.4: log;(7*([a™,b"])) fiir die Gleichverteilung. ¢ = 3,a =4 und b=5
bzw. ¢ = 0.1,a = 2 und b = 3. Kreise entsprechen der numerischen
Losung, durchgezogene Linien den rechnerischen Abschétzungen.

dung 4.4 zeigt je eine Darstellung von log,,(7*([a™, b"])). Deutlich wird die
gute Ubereinstimmung zwischen numerischer und rechnerischer Lésung fiir
die disjunkten Intervalle. Fiir die nicht-disjunkten Intervalle bewegt sich die
numerische Losung relativ mittig (beriicksichtigt man in der Abbildung die lo-
garithmische Transformation) zwischen den beiden Grenzen. Allerdings lassen
diese fiir den zweiten Fall recht viel Spiel, da hier starke Uberlappung vorliegt.
Als néchstes wurde aus den Daten fiir die disjunkten Intervalle [a", b"] eine
empirische Dichte berechnet. Abbildung 4.5 zeigt diese als Histogramme fiir
die disjunkten Intervalle (n = 1,...,6) fir den Fall ¢ = %, a=4und b = 5.
Im Vergleich mit Abbildung 3.2 zeigt sich die gute Ubereinstimmung. Das In-
tervall n = 6 setzt die Folge der glockenférmigen Dichten in den disjunkten
Intervallen fort. Dabei wird der Hauptteil dieser Glocke mit steigendem n im-
mer schmaler im Verhéltnis zur Intervallbreite. Die Vermutung ist naheliegend,
daf} sich dieser Trend bei einer groferen Anzahl disjunkter Intervalle fortsetzen
wiirde.

Fiir den interessanten, da analytisch schlecht zu behandelnden Fall der nicht-
disjunkten Intervalle wurde das zweite Beispiel ¢ = 0.1, = 2 und b = 3
betrachtet und ein Histogramm aus den Daten fiir einige nicht-disjunkte In-
tervalle (a? bis b7) berechnet. Abbildung 4.6 zeigt links das gesamte Histo-
gramm. Im zweiten Bild wurde ein Teil herausvergrofiert (im linken Bereich
ist dadurch das Histogramm oben abgeschnitten). Man sieht hier gut, wie sich
die glockenférmigen Dichten auf [a™, b"| {iberlagern. Da die geometrischen Mit-
telpunkte der Intervalle azb?, bei denen die Maxima liegen, streng monoton
wachsen, sind die ,,Glocken“ gut zu erkennen und es iiberlagern sich nur die
,Auslaufer” an den Réndern.

Zuletzt wurde die empirische Dichte fiir x > 2 berechnet und als log-log-Plot
in Abbildung 4.7 dargestellt. Man sieht, dafl die Hohe der ,,Glocken* in den
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Abbildung 4.5: Histogramm aus den Daten fiir die Gleichverteilung in den Inter-
vallen [a™,b"],n=1,...,6. ¢ = %,a:4,b: 6.
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Abbildung 4.6: Histogramm aus den Daten fiir die Gleichverteilung in [a?,b7]. ¢ =
0.1,a =2 und b = 3.
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Abbildung 4.7: Log-log-Plot der empirischen Dichte fiir die Gleichverteilung. ¢ =
0.1, a=2und b = 3.

Intervallen [a",b"] exponentiell schnell abflacht und insofern tatséchlich eine
Annéherung an ein Powerlaw stattfindet.

4.5 Fall 3.7

Fiir den Fall der verschobenen Exponentialverteilung fiir 4 wurden ¢ = % und
A = 2 angenommen. Es wurden 107 Iterationen berechnet und aus den resul-
tierenden Daten eine empirische Dichte bestimmt. Da durch den Peak bei der
1 (rechnerisch eine Delta-Funktion) die Auflésung fiir den restlichen Teil sehr
schlecht ist, zeigt Abbildung 4.8 daneben zusétzlich eine empirische Dichte
nur fiir den Teil grofer 1. Das dritte Bild zeigt eine log,, — log,,-Darstellung
der empirischen Dichte ohne 1. Hier wird graphisch deutlich, was in Satz 3.95
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Abbildung 4.8: Empirische Dichte fiir die Exponentialverteilung: mit und ohne 1
sowie log-log-Transformation. Auflerdem 7*((M,o0)) fir M > 1
(glatt empirisch, gepunktet rechnerische Grenzen). ¢ = %, A =2

bereits gezeigt wurde: Die asymptotische Verteilung 7* ist kein Powerlaw ober-
halb der 1, denn sonst miifite die log-log-Darstellung eine exakte Gerade sein.
Allerdings zeigt sich, daf} sich die Dichte von 7* fiir grofle x tatséchlich einem
Powerlaw annéhert.

Das vierte Bild zeigt 7*((M, o0)) fiir M > 1 - empirisch bestimmt (glatte Li-
nie), sowie die aus den Sétzen 3.89 und 3.93 bestimmten rechnerischen Grenzen
(gepunktete Linien).
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5 Diskussion

In dieser Arbeit wurden multiplikative Markovketten mit Resetereignissen un-
tersucht. Ausgehend von einem Modell von Manrubia und Zanette, [9], wurden
die dort beschriebenen stochastischen Prozesse als Zeit-homogene Markovket-
ten mit diskretem (Kapitel 2) bzw. stetigem (Kapitel 3) Zustandsraum ein-
gefithrt. Da die Autoren in ihrem Artikel von einer Konvergenz des Prozesses
gegen eine asymptotische stationdre Verteilung ausgehen, wurden zunéchst die
Voraussetzungen fiir eine solche Konvergenz untersucht. Es konnte nachgewie-
sen werden, dafl die Verteilung der Kette tatsédchlich unter sehr allgemeinen
Bedingungen gegen eine asymptotische invariante Verteilung konvergiert.

Im diskreten Fall mufite dafiir im wesentlichen die Erreichbarkeit aller Zusténde
untereinander sichergestellt werden. Die fiir die Konvergenz wichtige Aperiodi-
zitdt und positive Rekurrenz folgten dann aus der Reseteigenschaft der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten.

Im stetigen Fall stellte sich die spezielle Struktur des Ubergangswahrscheinlich-
keitskerns als besonders wichtig heraus, die den Resetlevel mit positiver Wahr-
scheinlichkeit von jedem anderen Zustand erreichbar macht. Dadurch erfiillt
der Resetlevel Eigenschaften wie die eines zugénglichen Atoms, die fiir die
(Harris-)Rekurrenz, die Existenz eines invarianten WahrscheinlichkeitsmaSes
und schlielich die Konvergenz gegen diese invariante Verteilung wichtig sind.
Die (1—)Irreduzibilitdt wird dadurch ebenfalls gesichert, die ein Mindestmafl
an Erreichbarkeit zwischen verschiedenen Mengen sicherstellt und fiir fast alle
weiteren Folgerungen wichtig ist. Aus der Moglichkeit eines Resets zu jedem
Zeitpunkt folgt ebenfalls die Aperiodizitat, so dafi der Zustandsraum nicht in
mehrere disjunkte Mengen zerféllt, die die Markovkette zyklisch besucht.

Im diskreten Fall wurde die schwache (punktweise) Konvergenz der Verteilung
gezeigt, im stetigen Fall konnte zusétzlich eine Gleichméfigkeit der Konvergenz
(in der totalen Variationsnorm) nachgewiesen werden.

Nachdem die Konvergenz gesichert war, ging es in einem zweiten Schritt um
die Form der asymptotischen Verteilung. Manrubia und Zanette hatten in ih-
rem Artikel postuliert, dal die asymptotische Verteilung stets die Form eines
Powerlaws habe, zumindestens auflerhalb eines Gebiets, in dem die Verteilung
des Resetlevels ,nennenswert* von Null verschieden ist. Der einfachste Fall ei-
nes konstanten Resetlevels und eines konstanten multiplikativen Faktors war
von ihnen als einziger ausfiihrlich behandelt worden. Er wurde hier als er-
stes untersucht und in diesem Fall konnte tatsédchlich auch das asymptotische
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Powerlaw nachgewiesen werden.

Anschlieflend wurden Verallgemeinerungen untersucht, indem Resetlevel (nur
Kapitel 2) bzw. multiplikativer Faktor (Kapitel 2 und 3) als Zufallsvariablen
mit eigener Verteilung angenommen wurden. Hierbei wurde schnell deutlich,
dal das Postulat eines Powerlaws starken Einschriankung unterworfen ist.

Im diskreten Fall konnten die asymptotischen Verteilungen explizit berechnet
werden. Wurde die Powerlaw-Verteilung iiber die Verteilung des multiplika-
tiven Faktors schon in das Modell hineingegeben, so ergab dies tatsdchlich
auch ein Powerlaw fiir die asymptotische Verteilung auflerhalb des Resetle-
vels - dies war allerdings auch nicht verwunderlich. Ein exaktes Powerlaw auf
dem ganzen Definitionsbereich konnte jedoch nur unter sehr restriktiven Vor-
aussetzungen an die Verteilung des multiplikativen Faktors erreicht werden.
Hat der multiplikative Faktor eine Verteilung auf einer endlichen Menge (mit
mehr als einem Element), so ist die asymptotische Verteilung sogar nie ein
Powerlaw, und néhert sich einer solchen Verteilung auch nicht fiir grofle Werte
an. Fiir die Verteilung des Resetlevels ergab sich ein dhnliches Bild. Mit einer
fast Powerlaw-formigen Verteilung konnte tatsdchlich auch asymptotisch ein
Powerlaw erreicht werden. Hatte der Resetlevel hingegen eine beliebige Vertei-
lung auf einer endlichen Menge, so ergaben sich asymptotisch auf Teilmengen
des Definitionsbereiches verschiedene Powerlaws und ein allgemeines Powerlaw
konnte nur unter sehr restriktiven Voraussetzungen erreicht werden. Als Fazit
des Kapitels 2 148t sich also festhalten, dafl sich die These des asymptotischen
Powerlaws (und sei es auflerhalb der Menge der Resetlevel) im diskreten Fall
nicht halten la8t. Hingegen miifiten die Verteilungen fiir Resetlevel bzw. mul-
tiplikativen Faktor schon sehr speziell gewiahlt werden, wollte man eine solche
asymptotische Verteilung gezielt herbeifiihren.

Im stetigen Fall wurde der Resetlevel konstant gehalten und der multiplika-
tive Faktor als Zufallsvariable betrachtet. Fiir konkrete Verteilungen konn-
te die asymptotische Verteilung nicht explizit berechnet werden. Im Fall ei-
nes beschrankten Trégers (Gleichverteilung auf [a, b]) ergaben sich analytisch
schwer zugéngliche n-fache Fallunterscheidungen im Intervall [a”, b"]. Im Fall
eines unbeschréinkten Trigers (Exponentialverteilung auf [1,00)) waren die
Integralgleichungen nicht explizit 16sbar. In beiden Féllen wurde deshalb eine
Darstellung der asymptotischen Verteilung 7* iiber iterative Integrale gewahlt.
Abschéatzungen zum Verlauf von 7* auf Intervallen und Simulationen ergénzten
diese Darstellung, so dafl sich ein recht gutes Bild der asymptotischen Vertei-
lungen ergab. Es konnte in beiden Féllen nachgewiesen werden, dafl aulerhalb
des Resetlevels 1 kein Powerlaw angenommen wird. Simulationen in Kapitel
4 zeigten jedoch, daf sich die Dichte der asymptotischen Verteilung fiir grofie
Werte tatséchlich einem Powerlaw anzunédhern scheint.

Diese Ergebnisse sind jedoch nur ein scheinbarer Widerspruch. Ubersetzt man
die Argumente von Manrubia und Zanette in die Sprache homogener Markov-
ketten (und schliet einige argumentatorische Liicken sowie ergénzt stillschwei-
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gende Voraussetzungen), so wiirde dies wohl in etwa so aussehen:
Wir betrachten nur solche gutartigen Fille, bei denen p eine Dichte g hat, sich
P also darstellen 1&8t als

Ple, A) = gby(A) + (1 - q) / g(2)dz,

A
T

und die asymptotische Verteilung 7* ebenfalls iiber eine Dichte f dargestellt
werden kann als

T (A) = ¢61(A) + (1 —q) /f

Dann ist die Invarianzgleichung 7*(A) = [ P(z, A)dn*(x) V A € B(X) équi-
X
valent zu

q01(A 1—q/f

= / (201(A4) + (1 — Q)/ (2)dz) (qddi(z) + (1 — q) f (x)da)

& / :q/g Ydz + ( 1—q// x)dzdx ¥ A € B(X).
X A

A

Die Dichte f wird ebenfalls eindeutig beschrieben, ersetzt man V A € B(X)
durch V (0, y],y > 0, also

/f(x)dx:q/ g(z)dz + ( 1—q// x)dzdx ¥y > 0.
(0,9] X ()

(0,y]

Ableiten ergibt

fly) =qg(y) + (1 —q)

& fly)=q9(y)+ (1 —q)

Ist nun y ,,groff genug“, so ist g(y) ~ 0 und somit

[e.9]

fw) ~ (1-q) / o)1 1Y), (5.1)

0
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Dann erfiillt f(y) = Ay~ die Gleichung, wenn « so gewéhlt ist, daf

(1—1gq) /g(z)zaldz =1

Nun wird auch deutlich, daf§ eine solche Argumentation insbesondere die Exi-
stenz von stetigen Dichten fiir die untersuchten Verteilungen voraussetzt. Eine
analoge Argumentation la8t sich fiir diskrete Verteilungen nicht fithren, wie
sich auch an den Resultaten in Kapitel 2 leicht ablesen la8t. Im stetigen Fall
ist die Situation etwas komplizierter. Obige Argumentation l&f3t leider einige
Details offen. So wird z.B. nicht ganz deutlich, wann y , grof§ genug® ist, um
g(y) vernachldssigen zu konnen. Der néchste Schritt der Rechnung - Teilen
durch Ay~ - zeigt, dafl dazu g(y) auf jeden Fall schneller als y~ fallen muf3
(dies wére z.B. fiir die betrachtete Exponentialverteilung der Fall). Noch wich-
tiger ist ein zweiter Punkt: Die Autoren argumentieren zwar nur, daf§ f(y) fiir
besonders grofie Werte y ein Powerlaw erfiillt, fiir die insbesondere g(y) ~ 0
gilt. In Gleichung (5.1) wird jedoch dieses Powerlaw ebenfalls fiir f an der
Stelle £ eingesetzt, wobei wegen z € (0,00) £ auch nahe 1 liegen kann. Zwar
wird dies wohl vor dem Hintergrund getan, daf fiir kleine ¥ 2 grofi und somit
g(z) Kklein ist. Es wird jedoch ein nicht néher bekannter Einflufl des Bereiches,
in dem Resetereignisse durchaus eine Rolle spielen, vernachléssigt. Inwieweit
sich dies dann auf das Powerlaw in dem Bereich, in dem Resetereignisse ,,nicht
relevant® sind, auswirkt, bleibt unklar. Die Bedeutung eines nicht-konstanten
Resetlevels 148t sich hiermit auch nicht kldren. So ist es zum Beispiel nahe-
liegend zu vermuten, dafl z.B. bei einer Gleichverteilung fiir den Resetlevel in
Analogie zum diskreten Fall 2.4.1 ebenfalls kein einheitliches Powerlaw, son-
dern vielmehr ein eigenes Powerlaw fiir jeden Resetlevel entstehen wiirde.
Insgesamt 1483t sich somit festhalten, dafl die These des Powerlaws fiir die asym-
ptotische invariante Verteilung fiir den diskreten Fall nicht haltbar ist. Im ste-
tigen Fall scheint sich in vielen Féllen die asymptotische Verteilung tatséchlich
fiir sehr grofle Werte von x einem Powerlaw anzunéhern. Ob dies jedoch immer
gilt (insbesondere fiir nicht-konstanten Resetlevel) und fiir wie groie Werte von
x, bleibt unklar. Insbesondere eine saubere Konvergenzaussage ist aus obigen
Uberlegungen nicht moglich.

Unabhéngig davon wiirde selbst eine solche Aussage noch keine Aufschliisse
iiber einen groflen Bereich der asymptotischen Verteilung geben. Immerhin
hat das asymptotische Wahrscheinlichkeitsmafl 7* in den Bereichen nahe des
Resetlevels die grofiten Werte, hier findet also ein Grofiteil des interessanten
,Geschehens® statt. Auch iiber die Art, wie sich die Verteilung 7* einem mogli-
chen Powerlaw annéhert, lassen sich nur durch weitergehende Untersuchungen
Aussagen treffen. Dies war zum Beispiel beim Fall 3.6 so, bei dem sich das
Powerlaw als exponentieller Abfall der ,,Glockenhohe* zu ergeben scheint.
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Eine Untersuchung des betrachteten Modells mit der Methodik homogener
Markovketten tragt also viel zum Versténdnis des asymptotischen Verhaltens
bei und ist auch fiir eine mathematisch saubere Argumentation hilfreich.
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Anhang A

Mehrdimensionale vollstandige
Induktion

In diesem Abschnitt wird die Induktion nach mehreren natiirlichen Zahlen
gleichzeitig eingefiihrt, wie sie in Kapitel 2 benotigt wird. Als bekannt wird
die (eindimensionale) einfache vollstdndige Induktion vorausgesetzt, wie sie
etwa in Satz 1.13 in Jongen und Schmidt, [5], zu finden ist:

Satz A.1 (Induktionsprinzip)
Fiirn € N sei A(n) eine Aussage tber die natiirliche Zahl n. Weiter gelte:

(1) Die Aussage A(1) ist wahr (,Induktionsanfang®).

(2) Fir alle n € IN gilt: Wenn A(n) wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr
( ,Induktionsschluf“).

Dann ist A(n) fir jede natirliche Zahl n wahr.

Bemerkung A.2 Neben obigem Induktionsprinzip gibt es auch noch ein zwei-
tes Induktionsprinzip (z.B. Satz 1.16 in Jongen und Schmidt, [5]), bei dem
Bedingung (2) ersetzt ist durch: ,Fir alle n € N gilt: Wenn die Aussage A(k)
fir k € N mit k < n wahr sind, dann ist auch A(n+ 1) wahr.“ Dieses Prinzip
wird in dieser Arbeit ebenfalls mehrfach benutzt, wird jedoch in der mehrdi-
mensionalen Verallgemeinerung hier nicht benotigt.

Das Induktionsprinzip 1é8t sich nun auf die Induktion nach zwei natiirlichen
Zahlen gleichzeitig verallgemeinern. Wichtig ist dabei die Idee, dafl sich eine
Aussage A(m,n), die von m,n € IN abhéngt, bei festem m als Aussage nur in
n betrachten laft - und umgekehrt.

Satz A.3 (2-dimensionales Induktionsprinzip) Firm,n € IN sei A(m,n) eine
Aussage iber das Paar natirlicher Zahlen (m,n). Weiter gelte:

(1) Die Aussage A(1,n) ist wahr fir alle n € IN.
Die Aussage A(m, 1) ist wahr fir alle m € IN.
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(2) Fir alle m,n € N gilt: Wenn A(m,n + 1) und A(m + 1,n) wahr sind,
dann ist auch A(m +1,n+ 1) wahr.

Dann ist A(m,n) fir jedes Paar von natiirlichen Zahlen (m,n) wahr.

Beweis: (a) Sei m € N fest und die Aussage A(m,n) sei wahr fiir alle n € IN
(x). Dann gilt

1. A(m 4+ 1,1) ist wahr nach (1).

2. Fiir alle n € N gilt: Ist A(m + 1,n) wahr, so ist wegen A(m,n + 1) wahr
(nach (%)) und (2) auch A(m + 1,n+ 1) wahr.

Mit vollstdndiger Induktion nach n folgt: A(m + 1,n) ist wahr fiir alle n € IN.
(b) Sei B(m) die Aussage iiber die natiirliche Zahl m: A(m,n) ist wahr fiir alle
n € IN. Dann gilt:

1. B(1) ist wahr nach (1).

2. Fiir alle m € IN gilt: Ist B(m) wahr, so ist nach (a) auch B(m + 1) wahr.
Mit vollstandiger Induktion nach m folgt: B(m) ist wahr fiir alle m € N, also
ist A(m,n) wahr fir alle m € IN und fiir alle n € IN. O

Die Anwendung von Satz A.3 148t sich noch vereinfachen:

Folgerung A.4 Fiir m,n € N sei A(m,n) eine Aussage tiber die natirlichen
Zahlen m und n. Weiter gelte:

(i) Die Aussage A(1,1) ist wahr.

(i1) Fir alle n € N gilt: Wenn A(1,n) wahr ist, dann ist auch A(1,n + 1)
wahr.

Fiir alle m € N gilt: Wenn A(m, 1) wahr ist, dann ist auch A(m + 1,1)
wahr.

(i1i) Fir alle m,n € N gilt: Wenn A(m,n + 1) und A(m + 1,n) wahr sind,
dann ist auch A(m +1,n+ 1) wahr.

Dann ist A(m,n) fir jedes Paar von natiirlichen Zahlen (m,n) wahr.

Beweis: (1) folgt mit vollstandiger Induktion (Satz A.1) nach n bzw. m aus
(i) und (ii), (iii) ist (2). Die Behauptung folgt mit Satz A.3 O

Nachdem nun das Prinzip der ineinanderverschachtelten Induktionen klarer
geworden ist, folgt das N-dimensionale Induktionsprinzip.

Satz A.5 (N-dimensionales Induktionsprinzip, erste Form)

Sei N € N fest. Fiirny,...,ny € N sei A(nq,...,ny) eine Aussage iber das
N-Tupel natiirlicher Zahlen (ny,...,ny). Weiter gelte:
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(1) Fiir jedes feste m mit 1 < m < N ist die Aussage

Ay, .oty L, g1, - ., 0y ) wahr fiir alle

N1y oy M1, Mty .-,y € IN.

(2) Fiir alle ny,...,ny € N gilt: Wenn fiir jedes feste m mit 1 <m < N

Ani+1,. . e+ L, e + 1, ... ny + 1) wahr ist, dann ist auch
Ani+1,...,n,+ 1) wahr.

Dann ist A(ny, . ..,ny) fir jedes N -Tupel natirlicher Zahlen (ny, ..., ny) wahr.

Beweis: Beweise, dafl das N-dimensionale Induktionsprinzip fiir jedes N € IN
gilt, durch vollstdndige Induktion nach N.

TA:

IV:
IS:

Fir N =1 ist dies die einfache vollstdndige Induktion, giiltig nach Satz
Al

Sei N € IN und das Induktionsprinzip gelte fiir N.

Beh.: Das Induktionsprinzip gilt auch fir N + 1. Seien dazu (1) und
(2) der Voraussetzungen fiir das (N + 1)-dimensionale Induktionsprinzip
erfiillt. Dann gilt:

(a) Sei zundchst M :=ny,1 € IN beliebig fest und sei die Aussage
A(ny,...,ny, M) wahr fiir alle ny,...,ny € N. (x) Dann gilt:

1. Fiir jedes feste m mit 1 < m < N ist die Aussage

Ay, ..o 1, 1, i1, - - - sy, M+ 1) wahr fiir alle

Ny ey M1, a1, - - -,y € IN nach (1) aus der Voraussetzung des
(N + 1)-dimensionalen Induktionsprinzips.

2. Fir alle nq,...,ny € IN gilt: Ist fiir jedes feste m mit 1 <m < N

Ani+1, ... ;nmo+ 1L, ng,nper + 1,0 ,ny + 1, M+ 1) wahr, so ist, da
A(ny+1,...,ny+1, M) nach (x) wahr ist, wegen (2) aus der Vorausset-
zung fiir das N 4 1-Induktionsprinzip auch A(ny+1,...,ny+1, M +1)
wahr.

Mit dem N-dimensionales Induktionsprinzip fiir (ny,...,ny) folgt:
A(ny,...,ny, M + 1) ist wahr fir alle ny,...,ny € N.

(b) Sei B(M) fiir die natiirliche Zahl M die Aussage: A(ny,...,ny, M)
ist wahr fiir alle ny,...,ny € IN. Dann gilt:

1. B(1) ist wahr nach (1) aus der Voraussetzung fiir N + 1.

2. Fir alle M € N gilt: Ist B(M) wahr, so ist nach (a) auch B(M + 1)
wahr.
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Mit vollstandiger Induktion nach M folgt: B(M) ist wahr fir alle M €
N, also ist A(ni,...,ny, M) wahr fir alle nq,...,ny, M € N, d.h.
A(ny,...,ny,ny41) ist wahr fir alle nq, ... ,nyy € N

Somit ist die Behauptung des Induktionsschrittes bewiesen.

Mit vollstdndiger Induktion folgt: Das /N-dimensionale Induktionsprinzip gilt
fiir alle N € IN. O

Nun sind die Voraussetzungen, die fiir diese Form des N-dimensionalen In-
duktionsprinzips notig sind, sehr stark - die Aussage mufl bereits fiir alle
ni,...,ny € IN bewiesen sein, fiir die eines der n; gleich eins ist. Dies 1&8t
sich hédufig ebenso schwer zeigen wie die Aussage fiir alle ny,...,ny € N
selbst. Deswegen folgt nun eine weitere Form des N-dimensionalen Indukti-
onsprinzips mit fiir die Anwendung einfacher zu zeigenden Voraussetzungen,
das wie die Folgerung im 2-dimensionalen Fall auf der bereits gezeigten Form
des Induktionsprinzips aufbaut.

Satz A.6 (N-dimensionales Induktionsprinzip, zweite Form)
Sei N € N fest. Firmny,...,ny € N sei A(nq,...,ny) eine Aussage iber das
N-Tupel natiirlicher Zahlen (nq,...,ny). Weiter gelte:

(i) Die Aussage A(1,...,1) ist wahr.

(ii) Ist M C {1,...,N} eine beliebige Teilmenge, so gilt mit der Umsor-

tierung in der Schreibweise A(Tuny,s -« oy Many i Morys - ooy My ) ML MG €
M,rie{l,..., N} \ M:
Fiir alle n,,, . .. s Mo € N gilt: Wenn fiir jedes festem € {mq, ..., mp}

Ay + 1,0+ Ly Mg + 1,y + 151,000, 1) wahr dst,
dann ist auch A(ny,, +1,... Mg 110 1) wahr.

Dann ist A(ny, ...,ny) firjedes N-Tupel natiirlicher Zahlen (ny, . ..,ny) wahr.

Bemerkung A.7 Das Prinzip, dem die Voraussetzungen des Satzes A.6 fol-
gen, lafit sich im 3-dimensionalen gut veranschaulichen: Stellt man sich den
IN? als den positiven Quadranten eines 3-dimensionalen Koordinatensystems
vor, so stellt (i) sicher, daf$ die Aussage fiir den Ursprung erfillt ist. (i) stellt
sukzessive sicher, dass sich daraus die Aussage fiir die drei Koordinatenachsen
folgern lafit, ist dies gezeigt, so folgt daraus die Aussage fiir die drei begren-
zenden Flichen des Systems und schlieflich daraus auch fiir den ganzen IN3.
Fiir hohere Dimensionen gilt eine entsprechende sukzessive ,Ausbreitung® der
Aussage.

Beweis: des Satzes A.6: Beweise diesen Satz durch vollsténdige Induktion
nach K € INy. Dabei sei B(K) fiir 0 < K < N die Aussage: A(ny,...,ny)
ist wahr fiir alle N-Tupel (ng,...,ny) mit M| = K, M C {1,...,N} und
ni=1Yi¢ M.
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IA: K =0: A(1,...,1) und somit B(0) ist wahr nach Voraussetzung (i).
IV: Sei K € {0,...,N — 1} und sei B(K) wahr.
IS: Seinun M C{1,...,N}und |IM| = K+1.0OBdA M ={1,..., K+1}

(sonst sortiere zur einfacheren Schreibweise um). Dann gilt:

(1) Fiir jedes feste 1 <m < K + 1 ist

Ay, oo sty L1, - -y i1, 1, ..o, 1) wahr fiir alle
Niyenos M1, M, - - - N1 € IN nach IV, da M\ {m}| = K.
(2) Seiennun ny, ..., ng1 € Nundsei A(ni+1, ..., 0, 1+1, Ny, N1+

1,...,nge1 + 1,1,...,1) wahr fiir jedes feste 1 < m < K + 1. Dann ist
nach (ii) auch A(ny +1,...,ngx41 +1,1,...,1) wahr.

Mit (K+1)-dimensionaler Induktion (Satz A.5) folgt:
A(ny,...,ngy1,1,...,1) ist wahr fur alle ny,...,ng; € IN. Also ist

B(K + 1) wahr.

Mit vollstédndiger Induktion nach K folgt: B(K) ist wahr fiir alle 0 < K < N,
also ist A(ny,...,ny) wahr fir alle ny,...,ny € N. d

Bemerkung A.8 Natiirlich gilt das N-dimensionale Induktionsprinzip genau
wie das eindimensionale ebenso fiir ny,ng,...,ny € Ng und lafit sich komplett
analog beweisen. Fiir den Induktionsanfang muf dann berall ,1% durch 0%
ersetzt werden.
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Anhang B

Quellcode fiir die Simulation

Code fiir Fall 3.6:

%hhh% Simulation der Kette %%%%%
%Simulationskonstanten:

q=0.1; %qg=0.5;

a=2; Y%ha=4 Jmu Gleichverteilung auf [a,b]
b=3; %b=5;

reset=1;

anfang=reset;

maxi=10000000; %Anzahl Iterationsschritte
durchlaeufe=10; %Anzahl der Durchliaufe

%Initialisierung:
x=zeros(1l, maxi);
x(1)=anfang;

for j=[1:durchlaeufe]
%Kette aufbauen:
for i=[2:maxi]
if (rand < q)
x(i)=reset;
else
mu=a+randx*(b-a) ;
x(1)=x(i-1)*mu;
end
end
%Daten speichern
filename=[’gleichv-q’, num2str(q),’-a’, num2str(a),
’=-b’, num2str(b), ’-’, num2str(j), ’.dat’];
disp([’Saving data to file ’, filename, ’ for loop index j=’,
num2str(j)1);
save(filename, ’x’);
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hgeneriere neuen Anfangspunkt fiir den ndchsten Durchlauf
if (rand < q)
x(1)=reset;
else
mu=a+randx*(b-a) ;
x(1)=x(maxi)*mu;
end
end

Dohoholele Auswertung %hkhhh
%Anzahl disjunkte Intervalle [reset*a”n,reset*b”n], n >=1
disjunkt=0;
for i=[1:50]

if (b i<a~(i+1))

disjunkt=disjunkt+1;

else break;

end
end

%Konstanten fiir die Histogramme

genau=100; hGenauigkeit Darstellung disjunkte Intervalle
genau2=10; hGenauigkeit Darstellung nicht-disjunkte Int.
von=disjunkt+1; %von a"von und

bis=7; %bis=10; %bis b~bis berechne empirische Dichte

%Initialisierung

pistern=zeros(1,1);

bildbreite=anfang; %hgrofiter erreichter x-Wert
noben=0; %hgrofites erreichtes Intervall

breite_g=(b~ (von)-a” (von))/genau?2;

anzahl=ceil ((b"bis-a“von)/breite_g); U# berechn. nicht-disj. Int.

f=zeros(1, genauxdisjunkt); #Histogramm disjunkte Interv.
g=zeros(1l, anzahl); #Histogramm nicht-disj. Int.

ZMittelpunktsberechnung fiir das Histogramm:
mittelpunkte_f=zeros(l, genauxdisjunkt);
for n=[1:disjunkt]
breite=(b"n-a"n)/genau;
for i=[1:genaul
mittelpunkte_f ((n-1)*genau+i)=a"n+breite*(i-1)+breite/2;
end
end
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mittelpunkte_g=zeros(1l,anzahl);

for i=[1:anzahl]
mittelpunkte_g(i)=a”~(von)+(i-1)*breite_g +breite_g/2;

end

%pix([a"n,b n]), n=0, 1,
for j=[1:durchlaeufe]
%Daten einlesen:
filename=[’gleichv-q’, num2str(q),’-a’, num2str(a),

’=-b’, num2str(b), ’-’, num2str(j), ’.dat’];
disp([’Loading data from file ’, filename, ’ for loop
index j=’, num2str(j)]);
load(filename, ’-mat’)
%hAktualisierung:

bildbr=max(x) ;
bildbreite=max(bildbr,bildbreite);
noben=floor (log(bildbreite)/log(b));
%Berechnung pix([reset*a"n,reset*b”n]), n=0,1,...:
pi=zeros(1,noben);
s=size(find (x==reset))/maxi;
pi(1)=s(2);
for i=[2:noben+1]
s=(size(find(x>=a"(i-1)))-size(find(x>b~(i-1))))/maxi;
pi(i)=s(2);
end
ni=length(pi);
n2=length(pistern);
n=max(nl,n2);
pi=[pi,zeros(1l,n-n1)];
pistern=[pistern,zeros(l,n-n2)];
pistern=pi+pistern;
end
J%rechnerische untere Grenze:
u=zeros(1,noben);
for i=[1:noben+1]
u(i)=q*(1-q) "~ (i-1);
end
J%rechnerische obere Grenze:
o=zeros (1,noben) ;
for i=[1:noben+1]
0(1)=(1-q) "~ (ceil ((i-1)*log(a)/log(b)))
-(1-q) " (floor ((i-1)*log(b) /log(a))+1);
end
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%f - Berechnung Histogramm disjunkte Invervalle:
for j=[1:durchlaeufe]
%Daten einlesen:
filename=[’gleichv-q’, num2str(q),’-a’, num2str(a),
’-b’, num2str(b), ’-’, num2str(j), ’.dat’];
disp([’Loading data from file ’, filename, ’ for loop
index j=’, num2str(j)]);
load(filename, ’-mat’)
%hAktualisierung von f:
fadd=zeros(1, genau*disjunkt);
for n=[1:disjunkt]
for i=[1:genaul
breite=(b"n-a"n)/genau;
s=(size(find (x>=a" (n)+breitex*(i-1)))
-size(find(x>=a" (n)+breitex*i)))/(maxixbreite);
fadd((n-1) *genau+i)=s(2);
end
end
f=f+fadd;
end
f=f/durchlaeufe;

%g - Berechnung Histogramm nichtdisjunkter Teil:
for j=[1:durchlaeufe]
%Daten einlesen:
filename=[’gleichv-q’, num2str(q),’-a’, num2str(a),
’-b’, num2str(b), ’-’, num2str(j), ’.dat’];
disp([’Loading data from file ’, filename, ’ for loop
index j=’, num2str(j)]);
load(filename, ’-mat’)
hAktualisierung von g:
gadd=zeros(1,anzahl);
for i=[1:anzahl]
s=(size(find (x>=a" (von)+(i-1)*breite_g))
-size(find (x>=a" (von)+ixbreite_g)))/(breite_g+*maxi);
gadd(i)=s(2);
end
g=g+gadd;
end
g=g/durchlaeufe;

%Berechnung empirische Z&hldichte h ingesamt:
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genau=1; %hGenauigkeit und
lang=10000; JBreite der Darstellung
binrand=zeros(1,lang+1);
binrand(1)=1;
binrand(2)=1+10"(-9); %Rander und Mittelpunkte
for i=[3:lang+1]
binrand(i)=1+(i-2)/genau;
end
binmitte=zeros(1l,lang); %Intervalle fiir die Berechnung
for i=[1:lang]
binmitte(i)=(binrand(i)+binrand(i+1))/2;
end
hist=zeros(1l,lang+1);
h=zeros(1,lang+1);
for j=[1:durchlaeufe]
%Daten einlesen:
filename=[’gleichv-q’, num2str(q),’-a’, num2str(a),
’-b’, num2str(b), ’-’, num2str(j), ’.dat’];
disp([’Loading data from file ’, filename, ’ for loop
index j=’, num2str(j)]);
load(filename, ’-mat’)
JBerechnung einer Zihldichte aus den Simulationsdaten
hist=genau*histc(x,binrand) /maxi;
hist(1)=10"9*hist (1) /genau; %Beriicksichtigung 2. Grenze
hist(2)=hist(2)/(1-10"(-8));
h=h+hist;
end
h=h/durchlaeufe;

hhhhhh Darstellung %k

%Darstellung pi*([a"n,b™n]) mit beiden rechnerischen Grenzen:
hold on; n gegeniiber loglO pix([a"n,b™n]):
plot([0:noben-1],logl0(pistern(l:noben)),’0’);
plot([0:noben-1],logl0(u(l:noben)));
plot([0:noben-1],log10(o(1:noben)));

%Darstellung Histogramm disjunkte Intervalle:
for n=[1:disjunkt]
h=figure;
bar(mittelpunkte_f ([(n-1)*genau+l:n*genau]),
f([(n-1)*genau+l:n*genaul), 1);
xlabel(’x’,’FontSize’,16);
ylabel (’f(x)’,’FontSize’,16); colormap autumn;
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myaxes=get(h, ’Children’);
set (myaxes, ’FontSize’, 13);
end

#Darstellung Histogramm nicht-disjunkter Teil:
h=figure;

bar(mittelpunkte_g, g, 1);
xlabel(’x’,’FontSize’,16);
ylabel(’f(x)’,’FontSize’,16); colormap autumn;
myaxes=get (h, ’Children’);

set (myaxes, ’FontSize’, 13);

%log-log-Plot der empirischen Dichte

fig=figure;

loglog(binmitte(2:1lang) ,h(2:1lang),’Color’,’black’);
xlabel(’x’, ’FontSize’,16);ylabel (’f(x)’,’FontSize’,16);
myaxes=get (fig, ’Children’);

set (myaxes, ’FontSize’, 13);
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Anhang C

Symbolverzeichnis

Zahlbereiche

IN die natiirlichen Zahlen

Ny = NU {0} die natiirlichen Zahlen mit der 0

7. die ganzen Zahlen

R die reellen Zahlen

R>% = (0,00) = {z € R |z > 0} die positiven reellen Zahlen
() die leere Menge

Bezeichnungen bei Zahlen

ggT  grofiter gemeinsamer Teiler

la]  untere GauBklammer von a, die grofite ganze Zahl kleiner-gleich a
[a]  obere GauBklammer von a, die kleinste ganze Zahl groBer-gleich a
[z]T = { g: i i 8 Positivteil von x

r, Tx Limesz, — x,z, <z

T, | x Limes z, — x,z, >

Bezeichnungen bei Mengen

A¢ Komplement von A

A, TA Ay A, ... sind Mengen mit A} C Ay C ... und A=J A4,
A, | A Ay, Ag, ... sind Mengen mit A; D Ay D ... und A =4,

Indikatorsymbole
Ta(z) = { (1) :i ; ﬁ Indikatorfunktion fiir eine Menge A
0:(A) = { (1) :i ; ﬁ Dirac-Ma$ fiir einen Wert x

dij = { (1) :z ;j Kroneckersymbol
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Bezeichnungen bei homogenen Markovketten mit diskretem Zustands-

raum

(2,2, P) zugrunde liegender Wahrscheinlichkeitsraum

S abzahlbarer Zustandsraum

J Potenzmenge von S

{Xn,n € Ny} homogene Markovkette mit Zustandsraum S

pij = P(X,41 = j|X,, = i) Ubergangswahrscheinlichkeit von i nach j

P = (p;;) Ubergangsmatrix

pgl) P(X, = j| X, = i) n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit von 4 nach j

f(n) P(X,=7Xn1#7,...,X1 # j| Xo = i) Wahrscheinlichkeit, bei Start
in ¢ den Zustand j zum ersten Mal zum Zeitpunkt n zu besuchen

0
15 = 0]
= Z fij Wahrscheinlichkeit, bei Start in 7 je nach j zu gelangen
n=1

;= > 1yx,=j} Zahl der Besuche in j zu Zeitpunkten n > 1
n=1

Py = Z pgl) = z El¢x,=j3|Xo = 1] = E[B}j| Xy = 1] erwartete Zahl der

Besuche 1n ] bei Start in ¢
i~ jn| < pz(] > ( ¢ fithrt in n Schritten zu j
i~ j< 3dInelN:i~jn]ifihrt zu j
d; = ggT{n >1:1i~»i[n]} Periode von i
p = pP (eindeutig bestimmtes) invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl

Bezeichnungen bei homogenen Markovketten mit stetigem Zustands-
raum

X beliebige Menge (Zustandsraum)

x,1y, z Elemente in X

B(X) separable o-Algebra auf X

A, B,C Mengen in B(X)

B = B(R>°) Borelsche o-Algebra auf R>°

0=X>= HXi,Xi:XVi

F= ®B( 7) Xi=XVi

Mt (X x X,B(X)® B(X)) Menge der nicht-negativen mefibaren numerischen
Funktionen f : (X x X, B(X) ® B(X)) — (R, B(R))
O = {®,,n € Ny} (Zeit-)homogene Markovkette auf
P(x, A) Ubergangskern
P™(z, A) n-Schritt Ubergangskern
T(z, A) substochastischer Kern

Na = Z 1{®,, = A}, Aufenthaltszeit, d.h. Anzahl der Besuche von ¢ auf A
n=1
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nach dem Zeitpunkt 0

T4 :=min{n > 1: d, € A} erste Riickkehrzeit von ¢ auf A

L(x, A) := P.(14 < 00) = P,(® besucht jemals A) Riickkehrwahrscheinlichkeit
von ¢ auf A

AP (z, B) := P,(®, € B, 74 > n), n-Schritt Tabu-Wahrscheinlichkeiten

¥ = ¢ 1 dominiert ¢, d.h. sind 1) und ¢ Wahrscheinlichkeitsmafle auf B(X)
und ist ¥(A) = 0 fiir ein A € B(X), so folgt ¢(A) = 0.

@ Irreduzibilitdtsmafl

1 maximales Irreduzibilitdtsmafl

BT (X)={Ae€ B(X):¢(A) > 0} fiir eine Y-irreduzible Markovkette

P, Sample-Kette fiir ein Wahrscheinlichkeitsma$ a auf INy mit Ubergangskern

Ku(w, A) = 3 P"(x, A)a(n)
n=0
d Periode von ®

m(A) = [ P(z, A) dn(x) o-endliches invariantes Maf}
X

7*(A) invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf

|u]| = sup w(A)— inf p(A) totale Variationsnorm fiir ein signiertes Maf
AeB(X) AeB(X)

w auf B(X)
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